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§1 Maszyna Turinga i enumerator

Definicja 1.1. Maszyna Turinga to krotka

M = (Q7 E? Fa 6a QOa 9y, 4N D)a
gdzie

e () to skoriczony zbiér stanéw,

e 3 to skonczony alfabet wejsciowy,

e I' to skonczony alfabet tasmy taki, ze > C ' oraz O € I' \ X,
e 0:QxT = QxT x {+,5} to funkcja przejscia,

* gy € @ to stan poczatkowy,

e gy € @ to stan akceptujacy,

e gy € Q to stan odrzucajacy.

Formalizacje dzialania maszyny Turinga pozostawiamy jako éwiczenie dla Czytelnika.

Maszyna Turinga (bedziemy jg zwali po prostu ,maszyna”) rozwigzuje pewien problem
decyzyjny, czyli dla danego stowa x z jezyka X* stwierdza, czy x nalezy do jezyka
L C ¥*. Dlatego tez czesto bedziemy uzywaé pewnych okreslen jezyka réwniez dla
odpowiadajgcego mu problemu decyzyjnego.

Maszyna M akceptuje jezyk L, jeSli dla kazdego = € ¥*, M akceptuje x wtedy i tylko
wtedy, gdy = € L. Przez L(M) oznaczamy jezyk akceptowany przez maszyne M.

Maszyna M rozstrzyga o jezyku L, jezeli go akceptuje i koniczy dziatania dla kazdego
x € ¥*. Jedli taka maszyna istnieje, to méwimy, ze jezyk L jest rozstrzygalny. Réwniez
problem decyzyjny odpowiadajacy jezykowi L nazywamy rozstrzygalnym.

§1.1 Klasy RE, co-REiR

Definicja 1.2 (klasa RE). Klase jezykéw rekurencyjnie przeliczalnych (recursively enu-
merable) definiujemy jako

RE = {L | 3M : M akceptuje jezyk L}.

Klasa ta to klasa jezykéw typu 0 w hierarchii Chomsky’ego. Dow6d tego faktu niech
pozostanie ¢wiczeniem dla Czytelnika.

Definicja 1.3 (klasa R). Klase jezykéw rozstrzygalnych (recursive, decidable) definiujemy
jako
R={L|3M : M rozstrzyga o jezyku L}.

Jesli jezyk jest rozstrzygalny, to méwimy, ze istnieje algorytm, ktéry stwierdza, czy
dane stowo nalezy do tego jezyka.

Definicja 1.4 (klasa co-RE). Klase dopelnieni jezykéw klasy RE definiujemy jako

co-RE = {L | L € RE}.

Lemat 1.5
Jesli Ly, L, € RE, to L, N L, € RE.
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Dowdd. Niech M; i M, beda maszynami Turinga akceptujacymi odpowiednio jezyki L,
i L,. Skonstruujmy maszyne M (z) akceptujaca L; N L, w nastepujacy sposéb:
if M, (x) A My(z) then
akceptuj
Woéwczas M akceptuje L; N L. O

Lemat 1.6
Jesli Ly, L, € RE, to L, U L, € RE.

Dowdd. Niech M; i M, beda maszynami Turinga akceptujacymi odpowiednio jezyki L,
i L,. Skonstruujmy maszyne M (z) akceptujaca L; U L, w nastepujacy sposéb:
for k=1,2,... do
if M, akceptuje x w k krokach then
 akceptuj
if M, akceptuje x w k krokach then
. akceptuj
Woéwczas M akceptuje Ly U L. O

Twierdzenie 1.7

Zachodzi réwnosé
R = RE N co-RE.

Dowdd. Wezmy jezyk L € R. Istnieje maszyna Turinga M, ktéra rozstrzyga o L, a wiec
L = L(M), wigc L € RE. Ponadto, dopelnienie L jest rozstrzygalne, bo wystarczy zmienié
stan akceptujacy na odrzucajacy i na odwrét. Zatem L € R, wiec L € co-RE. Tym samym
udowodniliémy, ze R C RE N co-RE.

Teraz wezmy jezyk L taki, ze L € RE oraz L € co-RE. Wtedy istnieje maszyna Turinga
M, ktéra akceptuje L oraz maszyna Turinga N, ktéra akceptuje L. Rozumowaniem
podobnym do dowodu lematu 1.6 skonstruujmy maszyne M’ (z), ktéra akceptuje L
i odrzuca L, a wiec rozstrzyga o L. Tym samym udowodniliémy, ze R O RENco-RE. [

§1.2 Wielotasmowa maszyna Turinga

§1.3 Enumerator

Definicja 1.8. Enumerator to 2-taémowa maszyna Turinga, ktéra nie przyjmuje zad-
nego wejécia, a zamiast stanu akceptujacego i odrzucajacego ma stan wyliczajacy. Jesli
ten stan jest osiggniety, to stowo znajdujgce sie na drugiej taémie jest uznawane jako
,wydrukowane”, a tasma jest czyszczona.

Bedziemy méwié, ze jezyk akceptowany przez enumerator E to jezyk, ktory jest zbiorem
stow wydrukowanych przez E.

Twierdzenie 1.9
Jezyk L jest akceptowany przez enumerator wtedy i tylko wtedy, gdy L € RE.
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Dowdd wystarczalnosci. Zalézmy, ze istnieje enumerator F, ktéry wylicza stowa jezyka
L. Mozemy skonstruowaé¢ maszyne M (z):

for y € EF do
if x = y then
. akceptuj

ktéra akceptuje stowo z wtedy i tylko wtedy, gdy = jest wyliczane przez enumerator E.
Zatem L € RE. O

Dowdd koniecznosci. Niech L € RE. Istnieje wiec maszyna M, ktéra akceptuje L. Mozemy
stworzy¢ enumerator E:
for k=1,2,... do
for z € X% do
L if M akceptuje z w k krokach then
- wylicz
ktory wylicza stowa jezyka L (i nie zawiesi sig, gdy M (x) nie koniczy dzialania dla pewnego

x). O

Twierdzenie to wyjasnia nazwe klasy RE — jezyki z tej klasy sg rekurencyjnie przeli-
czalne, to znaczy, ze mozna je wyliczy¢ za pomocg enumeratora.

Twierdzenie 1.10

Istnieje enumerator, ktéry wylicza stowa jezyka L w kolejnoéci ich niemalejgcych
dlugosci wtedy i tylko wtedy, gdy L € R.

Dowdd wystarczalnosci. Zaldézmy, ze istnieje enumerator E, ktéry wylicza stowa jezyka
L w kolejnosci ich niemalejacych diugosci. Mozemy stworzy¢ maszyne M (z):
for y € EF do
if x =y then
. akceptuj
if |y| > |z| then
odrzué
ktora rozstrzyga o jezyku L (na pewno zakoniczy swoje dzialanie, poniewaz stéw o dlugosci
nie wigkszej niz |z| jest skoniczenie wiele). Z tego wynika, ze L € R. O

Dowdd koniecznosci. Zalézmy, ze L € R. Istnieje wigc maszyna M, ktéra rozstrzyga o L.
Mozemy skonstruowaé¢ enumerator E:
for k=0,1,2,... do
for z € ¥* do
L if M(z) then
. wylicz
ktéry spelnia teze. O

§2 Uniwersalna maszyna Turinga, jezyki nierozstrzygalne

Definicja 2.1. Uniwersalna maszyna Turinga to maszyna Turinga U, ktora dla kazdej
maszyny Turinga M i stowa x symuluje dziatanie M na x.

Maszyne M z powyzszej definicji mozemy zakodowaé jako slowo w,,; nad alfabetem
{0,1}, kodujac kolejne elementy krotki M. Takie kodowanie bedziemy oznaczaé jako (M).
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Ma to o tyle istotne znaczenie, ze z takiego zapisu wynika, ze zbiér kodéw maszyn Turinga
jest przeliczalny, w przeciwienstwie do zbioru jezykow, ktéry jest nieprzeliczalny. Stad
wynika, ze istnieja jezyki, ktorych nie akceptuje zadna maszyna Turinga.

Powyzszy fakt wykazuje sie podobnie, jak to, ze moc zbioru liczb rzeczywistych
z przedziatu [0, 1] jest wigksza niz moc zbioru liczb naturalnych, to znaczy metoda
przekatniowg Cantora.

Uwaga 2.2 (na temat przeliczalnosci domkniecia Kleene'ego zbiorow)

Alfabet ¥ dowolnego jezyka L jest oczywiscie skoficzony. Z tego wynika, ze X* jest przeliczalny
(mozemy wprowadzi¢ porzadek znany z N, czyli jezyka nad cyframi), a wiec kazdy jezyk
L C ¥ jest przeliczalny.

Nawet jesli wezmiemy zbiér A, ktéry jest nieskoriczony, ale przeliczalny, to zbiér A*
rowniez jest przeliczalny, co dociekliwy Czytelnik moze udowodnié.

§2.1 Problem stopu

Problem stopu (halting problem) to problem decyzyjny polegajacy na stwierdzeniu, czy
dany program zatrzymuje sie dla danego wejscia. Jest on fundamentalnie nierozstrzygalny,
co udowodnili niezaleznie od siebie Alonzo Church (za pomocg rachunku lambda) oraz
jego student, Alan Turing (za pomoca omawianej tutaj teorii).

Twierdzenie 2.3

Problem stopu jest nierozstrzygalny.

Dowdd. Niech H bedzie jezykiem zdefiniowanym jako
H = {(M,z) | M koticzy dzialanie dla x}.

Zakladamy nie wprost, ze jezyk ten jest rozstrzygalny, a wigc istnieje maszyna Turinga
My, ktéra o nim rozstrzyga. Skonstruujmy maszyne D, przyjmujaca na wejéciu maszyne
M:

if My, akceptuje (M, M) then

‘ zapetl sie

else

 akceptuj
Wéwcezas D akceptuje D wtedy i tylko wtedy, gdy My nie akceptuje (D, D), czyli gdy D
nie konczy dziatania dla D, co prowadzi do sprzecznosci. O

Z twierdzenia 2.3 mozna wyciagnaé bardzo wiele wnioskéw na temat nierozstrzygalnoéci
innych jezykow.

Twierdzenie 2.4
Kazdy nieskoriczony jezyk klasy RE posiada nieskoriczony podzbiér klasy R.

Dowdd. Niech L bedzie nieskoniczonym jezykiem klasy RE. Wéwczas, na mocy twierdzenia
1.9, istnieje enumerator E, ktory wylicza slowa jezyka L w pewnej kolejnosci, wezmy
Wy, Wy, .... LZdefiniujmy zbiér indekséw I taki, ze

I={i| Y (lw;| <lwl)},


https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_przekątniowa
https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_przekątniowa

Michal Dobranowski Teoria obliczen i zlozonosSci obliczeniowej

a wiec takich, ze stowo w, jest dluzsze, niz kazde poprzednie. Wéwczas zbidr I jest
nieskoniczony, a stowa w, dla ¢ € I sg wyliczane w kolejnoéci niemalejacych dlugosci, wiec,
z twierdzenia 1.10, {w; |i € I} € R. O

§2.2 Redukcje, trudnosé i zupetnosé, twierdzenie Rice'a

Definicja 2.5. Funkcja obliczalna to funkcja f: ¥* — X%, dla ktérej istnieje maszyna
Turinga, ktéra dla kazdego x € ¥* koniczy dzialanie i zwraca f(z).

Definicja 2.6 (redukcja many-one). Jezyk A redukuje sie do jezyka B, co zapisujemy
jako A <,,, B, jesli istnieje funkcja obliczalna f taka, ze dla kazdego x € ¥* zachodzi

reA < f(x)€B.

Mozna tatwo dowiesé, ze relacja <,,, jest relacja przechodnia.

Fakt 2.7. Jedli A <,,, B, prawda jest:
BeR = Ae€R,

B e RE = A €RE,
AL, B
Bedziemy moéwic, ze jezyk L jest R-trudny, jedli dla kazdego A € R zachodzi A <,,, L.
Jesli dodatkowo L € R, to méwimy, ze L jest R-zupeiny. Analogiczne okreslenia stosujemy
dla klas RE i co-RE.
Rodzing £ jezykéw bedziemy nazywaé wiasnoscig i mowié, ze jezyk L ma wlasnosé £,
jesli L € L.

Twierdzenie 2.8 (Rice'a)
Niech £ bedzie nietrywialng® wtasciwoscia jezykéw klasy RE. Wéwezas jezyk

By ={{M) | L(M) € £}

jest nierozstrzygalny.

%0 znaczy rézng od () oraz RE

Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze ) ¢ £ (jesli tak nie jest, to mozemy
operowaé na £). Wezmy pewien jezyk L € £, ktéry jest akceptowany przez maszyne M .
Pokazemy, ze problem stopu H redukuje si¢ do B,. Tworzymy redukcje f((M,x)) = (N),
gdzie maszyna N (y) ma nastepujacy kod:

if M konczy dzialanie dla x then

L if M; akceptuje y then

. akceptuj

Jesli M (x) konczy dzialanie, to L(N) = L # 0; w przeciwnym wypadku L(N) = (). Zatem

(M,z) e H < (N)e B, < L(N) e L
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Twierdzenie 2.9
Problemu stopu jest RE-zupelny.

Dowdd. Oczywiscie problem stopu H € RE, co wynika z definicji uniwersalnej maszyny
Turinga. Wezmy dowolny jezyk L € RE i pokazmy, ze L <,, H. Oznaczmy jako M,
maszyne, ktéra go akceptuje i przyjmijmy, ze nigdy nie odrzuca slowa (zamiast tego
zawsze sig zapetla). Skonstruujmy funkcje obliczalng

flz) = (Mp,z).

Wéwcezas ¢ € L < (M, ,x) € H, a wigc L <,,, H. O

Twierdzenie 2.10
Kazdy nietrywialny® jezyk klasy R jest R-zupelny.

%0 znaczy rézny od () oraz X*

Dowdd. Niech A, B beda dowolnymi nietrywialnymi rozstrzygalnymi jezykami oraz niech
zy € B, x5 ¢ B. Mozemy stworzy¢ funkcje obliczalna

Ty, jeslize A,
f(z)={ o
xy, jeSliz ¢ A,

ktoéra jest zwracana przez maszyne

if M, akceptuje z then

‘ zwroé Ty

else

| z2wrél xy
ktéra zawsze konczy swoje dzialanie, a wiec spelnia wszystkie zalozenia definicji 2.6.
Zatem A <,, B, a wigc B jest R-zupelny. O

§3 Hierarchia arytmetyczna
Znamy juz pewne klasy jezykéw (czy tez probleméw decyzyjnych), mianowicie RE, co-RE

oraz ich cze$é wspélng R. W tej sekcji, bazujac na twierdzeniach 3.1, 3.2, wprowadzimy
kolejne klasy jezykéw, ktore sa bardziej ogdlne niz wyzej wymienione.

§3.1 Charakterystyki klas RE i co-RE

Twierdzenie 3.1 (Charakterystyka klasy RE)
Jezyk A nalezy do klasy RE wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jezyk B € R taki, ze

A={ze¥ | (Jye ) ((z,y) € B)}.
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Dowdd. Jedli A € RE, to istnieje maszyna Turinga M 4, ktora akceptuje A. Wtedy

A = {z | M, akceptuje z}
= {z | (3k € N) (M4 akceptuje = w k krokach)}
={z | (Jy € *) (M4 akceptuje z w |y| krokach)}
={z | (Fy € %) ((z,y) € B)}.

O
Twierdzenie 3.2 (Charakterystyka klasy co-RE)
Jezyk A nalezy do klasy co-RE wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jezyk C € R taki,
ze
A={ze¥ | (Vye¥)((z,y) € B)}.
Dowdd. Na podstawie twierdzenia 3.1 wiemy, zZe istnieje jezyk B taki, ze
A={zex |(3yex)({r,y) € B)}.
Woéwcezas
A={ze¥ | (- eX)((z,y) € B)}
={z e X [(VyeX)((z,y) ¢ B)}
—{eex | (vye ) ((o,y) € B)},
co, po wzieciu C = B, koniczy dowéd. O

§3.2 Definicje klas hierarchii arytmetycznej

Definicja 3.3 (klasa X,). Jezyk A nalezy do klasy ¥;, gdy istnieje jezyk B € R taki, ze

A= {x ‘ (Jy; € X%) (Vy, € %) (Fys € X*) - ({2, 41, Y2, -, ¥i) € B)} :

4 naprzemiennych kwantyfikatoréw

Definicja 3.4 (klasa II;). Jezyk A nalezy do klasy II,, gdy istnieje jezyk C' € R taki, ze

A= {w | (Y91 €5) By € 5°) (Vg3 € 5%) - (2,91, Y, ¥i) € C)} :

4 naprzemiennych kwantyfikatoréw

Z definicji wynika, ze ¥, = II;, = R, Ponadto, prostym wnioskiem z twierdzen 3.1 i 3.2
sg réwnosci ¥; = RE oraz II; = co-RE. Uwazny Czytelnik na pewno zauwazy réwniez,
ze nie tylko

Yo CX, CEyC -

oraz
HO C]'_‘[l CH2 C,

ale tez
¥, CIl;; oraz II; C X, ;.
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Przyktad 3.5
Wykazaé, ze jezyk

L= {(M) | L(M) jest skoﬁczony}
nalezy do klasy 3.

Rozwigzanie. Mamy

{ (M) | L(M) jest skoﬁczony}
(3t e N) (Vz € ¥*) (|z| >t = M(x) akceptuje)}

{(M) |
={(M) | (3t eN) (Ve e XZ*)(|z] <tV M(z) akceptuje)}
={(M)| (3t eN) (Ve eX*)(|lz] <tV (Ik € N) (M(z) akceptuje w k krokach))}
={(M)| (3t e N) (Vz € £*) (Jk e N) (|z| <tV M () akceptuje w k krokach)},
wige L € 3. O
Uwaga

Powyzszy przyklad mozna uogélnié do pewnego sposobu szukania gérnego ograniczenia na
dokladng klasg w hierarchii arytmetycznej, zwanego algorytmem Tarskiego-Kuratowskiego.
Wystarczy sprowadzi¢ opis danego jezyka do przedrostkowej postaci normalnej, a nastepnie
policzy¢ kwantyfikatory i stwierdzié, ktéry z nich wystepuje jako pierwszy.

W trakcie tego procesu warto pamigetaé o kilku rzeczach:

1. Mozemy uzywaé zmiennych naturalnych zamiast stéw ze zbioru ¥* (tak zrobiliémy na
przyklad w powyzszym dowodzie), poniewaz zamiast 3¢t € N mozemy napisa¢ It € L*
i uzywad |t| jako liczby naturalne;j.

2. Mozemy laczyé kwantyfikatory lezace obok siebie, na przyklad Vo € ¥* Vy € ¥*
mozemy zapisaé jako V (z,y) € £*. Oczywidcie taki zapis jest mniej czytelny — chodzi
tylko o to, zeby nie liczy¢ kwantyfikatoréw podwdjnie przy okreslaniu klasy.

3. Czasami mozemy zmieniaé¢ kolejnos¢ kwantyfikatoréw w taki sposéb, aby uzyskaé
wezszg klase. Nalezy jednak uwazaé, poniewaz nie zawsze jest to mozliwe.

Przyktad 3.6
Okresl klase w hierarchii arytmetycznej jezyka

L = {(M) | L(M) jest rozstrzygalny} .

Rozwigzanie.

(M) | L(M) € R}
(M) | 3 maszyna M’ rozstrzygajaca o L(M)}

* maszyny M’, M akceptuja x w k krokach
{ ‘ Vx €X ) (Vl € N) (Elk € N) lub nie akceptujg = w [ krokach

Jezyk L nalezy wiec do klasy X;. O

§4 Klasy ztozonosci obliczeniowej

Niech M bedzie maszyng Turinga. Zlozonos¢ czasowa M to funkcja f: N — N, gdzie
f(n) to maksymalna liczba krokéw, jakie M wykonuje na wejéciu diugosci n. Ziozonosé
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pamieciowa M to funkcja g: N — N, gdzie g(n) to maksymalna liczba komoérek tasmy,
jakie M uzywa na wejsciu dtugosci n. Definiujemy klasy jezykow:

TIME(t(n)) = {L | 3M rozstrzygajaca o L w czasie O(t(n))}

oraz
SPACE(s(n)) = {L | 3M rozstrzygajaca o L w pamieci O(s(n))}.

Korzystajac z tych definicji, mozemy réwniez zdefiniowaé klase jezykow decyzyjnych,
ktoére sg rozstrzygalne w czasie wielomianowym

oo
P = TIME (n),
k=1
klase jezykéw decyzyjnych, ktore sg rozstrzygalne w czasie wykladniczym

EXP = [ J TIME (2")
k=1
oraz klasy jezykdéw, ktére sg rozstrzygalne w pamieci wielomianowej i wykladniczej,
odpowiednio

PSPACE = | J SPACE (n*),

k=1

EXPSPACE = [j SPACE (2"").

k=1
Oczywiste jest, ze P C EXP i PSPACE C EXPSPACE. Latwo zauwazyé réwniez, ze
P C PSPACE i EXP C EXPSPACE (konsumowanie pamieci zajmuje czas). Mozemy
natomiast udowodnié nieco mniej oczywisty fakt.

Fakt 4.1. Zachodzi inkluzja PSPACE C EXP.

Dowdd. Maszyna Turinga ma wyktadniczo wiele konfiguracji taémy w stosunku do dtugo-
$ci tej tadmy. Nie istnieje wiec problem, ktéry mozna rozwigza¢ w pamieci wielomianowej,
ale nie mozna go rozwigza¢ w czasie wykladniczym. O

§4.1 Niedeterministyczna maszyna Turinga

Niedeterministyczna maszyna Turinga to uogélnienie maszyny Turinga, ktére pozwala na
wiele mozliwych stanéw, w ktérych moze znalez¢ sie maszyna w danym momencie.

Definicja 4.2. Niedeterministyczna maszyna Turinga to krotka

M = (Q7 27 Fv 67 90,9y, 94N> D)y
gdzie

e (Q to skoniczony zbiér stanow,

e 3 to skonczony alfabet wejsciowy,

e I' to skoniczony alfabet tasmy taki, ze > C ' oraz J € '\ X,
e §C(QxT)x(QxT x{+,<}) to relacja przejscia,

e ¢y € Q to stan poczatkowy,

e gy € @ to stan akceptujacy,

e gy € Q to stan odrzucajacy.

10
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Sciezkg obliczen nazwiemy skonczony cigg stanéw i symboli taémy, ktéry zaczyna sie
w stanie ¢, i jest osiggalny za pomocy relacji przejscia d.

Niedeterministyczna maszyna Turinga akceptuje stowo x o dlugosci n, jesli istnieje
Sciezka obliczen, ktéra konczy sie w stanie gy Jezyk jest rozstrzygany przez niedeter-
ministyczng maszyne Turinga M w czasie f(n), jesli dla kazdego stowa x o dlugosci n
kazda Sciezka obliczen konczy sie¢ w czasie f(n) oraz M akceptuje = wtedy i tylko wtedy,
gdy = € L.

Analogicznie do juz zdefiniowanych klas ztozonosci obliczeniowej, definiujemy klasy
jezykow decyzyjnych, ktére sg rozstrzygalne przez niedeterministyczng maszyne Turinga;
oznaczamy je jako NP, NPSPACE, NEXP i tym podobne.

§4.2 Redukcje wielomianowe, jeszcze raz o trudnosci i zupetnosci

Definicja 4.3 (redukcja wielomianowa many-one). Jezyk A redukuje si¢ do jezyka B
w czasie wielomianowym, co zapisujemy jako A <P B, jesli istnieje funkcja f obliczalna
w czasie wielomianowym taka, ze dla kazdego x € ¥* zachodzi

xr €A < f(x)€B.

Nasze definicje trudnoéci i zupelnosci jezykéw w klasach RE, cO-RE czy tez szerszych
¥, i II; nie maja zbyt duzego sensu w kontekscie klas P, NP, PSPACE, EXP, NEXP itp.
(z powodu twierdzenia 2.10). W tych klasach zamiast zwyklej redukeji funkcja obliczalng
uzywamy redukcji wielomianowej, co odpowiednio zmienia definicje trudnoéci i zupetnosci.

§4.3 Problem SAT

Problem SAT (satisfiability) to problem spelnialnosci danej formuly logicznej, a wiec
stwierdzenia, czy istnieje takie warto$ciowania jej zmiennych, ktére sprawia, ze formuta
jest prawdziwa.

Czesto uzywana jest wersja problemu SAT, w ktorej formula jest w koniunkcyjnej
postaci normalnej (CNF, conjunctional normal form), a wiec jest koniunkcja klauzul,
gdzie klauzula to alternatywa literaléw, a literal to zmienna lub jej negacja. Przyktadowo,
formuta

(1 V—zy) A (2 Vg Vg Vay,)

jest w postaci CNF.

Fakt 4.4 (algorytm Tseitina). Kazda formule logiczng mozna sprowadzié¢ do postaci
CNF w czasie wielomianowym, a rozmiar formuly wyjsciowej bedzie liniowy w stosunku
do rozmiaru formuty wejSciowej.

Twierdzenie 4.5 (Cooka-Levina)
Problem SAT jest NP-zupelny.

Dowdd. Y.atwo zaobserwowaé, ze problem SAT jest w klasie NP. Niedeterministyczna
maszyna Turinga moze niedeterministycznie wybraé¢ wartoSciowanie zmiennych i spraw-
dzaé, czy formula jest spelniona. Pokazemy, ze problem SAT jest NP-trudny, a wiec jest
NP-zupelny.

Niech H bedzie problemem takim, ze

niedeterministyczna maszyna Turinga N
akceptuje stowo x w t krokach

H= {(N,m,0t>

11
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Latwo zauwazy¢, ze H jest problemem NP-trudnym (mozna do niego sprowadzié¢ kazdy
inny problem z NP) oraz sam nalezy do NP (maszyna My moze niedeterministycznie
wybieraé relacje ¢ i symulowaé dzialanie maszyny N). Wystarczy wigc pokazaé, ze H
redukuje sig¢ do SAT.

Zdefiniujemy nastepujace zmienne logiczne:

o Q) W i-tym kroku maszyna My jest w stanie gy,
o P, ;: wi-tym kroku glowica maszyny My jest na j-tym polu,
e 5, wi-tym kroku na j-tym polu tasmy znajduje si¢ symbol [.

Bedziemy chcieli tak skonstruowaé formute logiczng ¢, ze ¢ jest spelnialna wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje Sciezka obliczenn maszyny M akceptujaca stowo z czasie wielomiano-
wym. W tym celu do formuly ¢ dodajemy klauzule, ktére:

1. wymuszaja, ze w kazdym kroku maszyna M; znajduje si¢ w dokladnie jednym

stanie, to jest
/\ (Qi,l VeV Qi,|Q\) ;

/\ /\ (“Qi,k \ _'Qi,k’) )

i k!

2. wymuszaja, ze w kazdym kroku glowica maszyny M; znajduje si¢ na dokladnie
jednym polu;

3. wymuszaja, ze w kazdym kroku na kazdym polu taémy znajduje si¢ doktadnie jeden
symbol;

4. wymuszajg zgodnosé stowa wejsciowego, to jest

/\ (Sl,j,mj) /\ (Sl,j,D>3

J<]| |lz|<j
5. wymuszaja poprawno$¢ przejsé miedzy stanami;

6. wymuszaja, ze istnieje $ciezka obliczen, ktora koniczy si¢ w stanie akceptujacym, to
jest
(@yVQayV-).

Klauzul tych jest wielomianowo wiele, wiec pokazaliSmy, ze H <P SAT, a wiec problem
SAT jest NP-zupelny. O

§5 Klasyczne problemy NP-zupetne

Dowodzac NP-zupelnoéci problemu, wystarczy pokazaé, ze problem jest w klasie NP
oraz ze jest NP-trudny. Te pierwsza cze$é z reguly bedziemy zostawiaé jako éwiczenie
dla Czytelnika, gdyz jest to zwykle dosyé¢ proste — niedeterministyczna maszyna Tu-
ringa moze po prostu wybiera¢ odpowiedz (warto$ciowanie formuly logicznej, podzbiér
wierzchotkéw w grafie, itp.) i sprawdzaé, czy jest dobrym swiadkiem, czyli czy spelnia
warunki problemu.

12
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§5.1 Problem 3-SAT i jego bardziej szczegétowe wersje

Problem spelnialnosci formut w postaci CNF, gdzie kazda klauzula ma co najwyzej k
literatéw bedziemy nazywaé problemem k-SAT. Problem 3-SAT jest NP-zupelny, co
udowodnimy jako twierdzenie 5.2, jednak juz 2-SAT jest w klasie P, a rozwigzujacy go
algorytm jest opisany chociazby na cp-algorithms.

Mozemy réwniez w inny spos6b wprowadzié¢ ograniczenia na formute, ktére nie sprawig,
ze problem przestanie by¢ NP-zupelny, a moze staé sig¢ bardziej przydatny. Takim
ograniczeniem bedzie chociazby maksymalna liczby wystgpien kazdej zmiennej w formule.
Problem k-SAT, w ktérym kazda zmienna wystepuje co najwyzej £ razy nazywamy
(k,¢)-SAT. W ramach twierdzenia 5.3 pokazemy, ze problem (3,3)-SAT réwniez jest
NP-zupelny.

Uwaga 5.1

Czesto mozna spotkaé réwniez alternatywng definicje problemu k-SAT'; mianowicie, Ze jest to
problem spelnialno$ci formut w postaci CNF, gdzie kazda klauzula ma dokiadnie k literaléw.

Zazwyczaj nie ma to zadnego znaczenia w kontekScie przeprowadzanych redukcji, ale
jesli zdefiniujemy (3,3)-SAT jako problem spelnialnosci formul w postaci CNF, gdzie kazda
klauzula ma dokladnie trzy literaly, a kazda zmienna wystepuje co najwyzej trzy razy, to ten
problem jest juz w P, a nawet wiecej — formuta w takiej postaci zawsze jest tautologia, co
dociekliwy Czytelnik moze udowodnié¢ za pomocs twierdzenia Halla o kojarzeniu malzenstw.

Warto zauwazy¢, ze problem SAT, w ktérym kazda zmienna wystepuje co najwyzej
dwa razy, jest w P, podobnie jak problem SAT, w ktorym kazda klauzula ma co najwyzej
jeden niezanegowany literat. Oba te fakty dociekliwy Czytelnik powinien udowodnié.

Twierdzenie 5.2
Problem 3-SAT jest NP-zupelny.

Dowdd. Zauwazmy, ze klauzula
ay VagV--Va,
jest rownowazna formule
((a; Vag) < b)AN(bVagV-Va,),

a z kolei
((a1 Vag) < b)

jest réwnowazne
(maqy Vb) A (—ay V) A(aqy Vay V—b).

W ten sposéb mozemy zredukowaé rozmiar kazdej klauzuli z n do max(3,n — 1). Powta-
rzajac ten proces wielokrotnie, dokonujemy redukcji problemu SAT do 3-SAT. O

Twierdzenie 5.3
Problem (3,3)-SAT jest NP-zupelny.
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Dowdd. Jesli jakas zmienna x wystepuje m > 3 razy w formule ¢, to jej i-te wystgpienie
mozemy zastapi¢ nows zmienng z,, a do formuty ¢ dodaé klauzule

(21 VES) A (@ VEZ) A e A (B0 g V Ep) A (2, V F7):

Jesli z; jest falszywe, to falszywe musi by¢ réwniez z,, a tym samym z,...,z,,, co
oznacza, ze wszystkie zmienne z; muszg by¢ albo falszywe, albo prawdziwe. W ten
sposob zredukowaliémy m-krotne wystegpowanie zmiennej x do 3-krotnego wystepowania

zmiennych z;, a wigec 3-SAT <P, (3,3)-SAT. O

§5.2 Problem INDEPENDENT SET

Problem INDEPENDENT SET to problem stwierdzenia, czy w danym grafie nieskierowanym
G istnieje zbiér k wierzchotkéw niezaleznych, czyli takich, ze zadne dwa z nich nie sg
potaczone krawedzig.

Twierdzenie 5.4
Problem INDEPENDENT SET jest NP-zupelny.

Dowdd. Przeprowadzimy redukcje problemu 3-SAT do problemu INDEPENDENT SET.
Niech ¢ bedzie formulg w postaci CNF, gdzie kazda klauzula ma co najwyzej trzy literaty.
Zbudujemy graf G w nastepujacy sposéb:

o Dla kazdego literalu w kazdej klauzuli tworzymy wierzcholek; taczymy krawedziami
wierzcholki odpowiadajace literalom w tej samej klauzuli.

e Laczymy krawedziami wierzcholki odpowiadajace przeciwstawnym literatom w roz-
nych klauzulach (to znaczy takie, ze jeden jest zanegowany, a drugi nie).

Graf G ma wtedy zbiér k wierzchotkéw niezaleznych wtedy i tylko wtedy, gdy formuta
¢ zawierajaca k klauzul jest spelnialna. Zbiér k wierzchotkéw niezaleznych w grafie G
odpowiada zbiorowi k warto$ciowan zmiennych, ktore spetniajg formute ¢.

W ten sposéb pokazalidémy, ze 3-SAT <P, INDEPENDENT SET, a wiec problem INDE-
PENDENT SET jest NP-trudny. Jest on réwniez w NP, wigc jest NP-zupeiny. O

Rysunek 1: Graf odpowiadajacy formule ¢ = (zVyV2) A (—zV -y V2) A (—zVyV —z). Istnieje
zbiér k = 3 wierzchotkéw niezaleznych (zaznaczony), a wiec formula ¢ jest spelnialna.

14



Michal Dobranowski Teoria obliczen i zlozonosSci obliczeniowej

§5.3 Problem CLIQUE

Problem CLIQUE to problem stwierdzenia, czy w danym grafie nieskierowanym G istnieje
klika (podgraf pelny) rzedu k.

Twierdzenie 5.5
Problem CLIQUE jest NP-zupelny.

Dowdd. Zamiast rozwigzywaé problem CLIQUE na grafie G, mozna rozwigzaé problem
INDEPENDENT SET na dopetnieniu grafu (czyli takim grafie G, w ktérym dwa wierzchotki
sa polaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy nie sg polaczone w grafie G). Wtedy zbior
k wierzcholkéw niezaleznych w grafie G odpowiada zbiorowi k wierzcholkéw tworzacych
klike w grafie G. Te dwa problemy sg wiec réwnowazne. O

§5.4 Problem 3-COLOR

Problem 3-COLOR to problem stwierdzenia, czy dany graf nieskierowany G mozna
pokolorowaé trzema kolorami w taki sposéb, zeby zadne dwa sgsiednie wierzchotki nie
mialy tego samego koloru.

Twierdzenie 5.6
Problem 3-COLOR jest NP-zupeiny.

Dowdd. Przeprowadzimy redukcje problemu 3-SAT do problemu 3-CoLOR. Niech ¢ bedzie
formutg w postaci CNF, gdzie kazda klauzula ma co najwyzej trzy literaly. Zbudujemy
graf G w taki sposéb, ze jego wierzchotkami bedg literaly (w postaci zaréwno zmiennych,
jak i ich negacji) oraz klauzule. Ponadto, do grafu G dodamy specjalne wierzchotki T
(prawda), F (falsz) i S (inny) oraz krawedzie miedzy nimi. Dodamy réwniez wszystkie
krawedzie migdzy wierzcholkami reprezentujacymi literaly a wierzchotkiem S (literaty
powinny mieé kolor taki jak P lub F) oraz miedzy wierzchotkami reprezentujacymi
klauzule a wierzchotkami F'i S (klauzule powinny mieé taki kolor jak P).
Dla kazdej klauzuli C; = (z V y V z) tworzymy dodatkowo nastepujaca strukture:

Oczywiscie jedli klauzula ma mniej niz 3 literaly, to odpowiednio te strukture uprasz-
czamy. Nietrudno zauwazyé, ze tak stworzony graf G jest 3-kolorowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy formulta ¢ jest spelnialna, poniewaz nasza struktura symuluje alternatywe
logiczna.

W ten sposéb pokazalismy, ze 3-SAT <P, 3-COLOR, a wiec problem 3-COLOR jest
NP-trudny. Jest on réowniez w NP, wiec jest NP-zupelny. O
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§5.5 Problem (DIRECTED) HAMILTONIAN PATH / CYCLE

Problem DIRECTED HAMILTONIAN PATH to problem stwierdzenia, czy w danym grafie
skierowanym G istnieje Sciezka Hamiltona s «» ¢, czyli taka, ktéra przechodzi przez kazdy
wierzcholek dokladnie raz. Problem HAMILTONIAN PATH jest analogiczny, jedynie graf G
jest nieskierowany.

Twierdzenie 5.7
Problem DIRECTED HAMILTONIAN PATH jest NP-zupelny.

Dowdd. Przeprowadzimy redukcje problemu 3-SAT do problemu DIRECTED HAMILTO-
NIAN PATH. Niech ¢ = C| A --- A C}, bedzie formuly w postaci CNF, gdzie kazda klauzula
C; ma co najwyzej trzy literaly. Zbudujemy graf skierowany G w nastepujacy sposéb:

1. W grafie tworzymy dwa wyrédznione wierzchotki: s oraz t. Dla kazdej zmiennej
z; tworzymy réowniez dwa wierzchotki: z; i 7;. Dodajemy krawedzie sz, sZ,
z,t, T, t oraz dla kazdego 1 < j < n krawedzie z;x;. 1, ;T 1, T; ;1 1 T; T4,

otrzymujac w ten sposéb ponizszy graf.

W takim grafie na pewno nie ma $ciezki Hamiltona, poniewaz musimy odwiedzié

wszystkie wierzcholki, a na razie mozemy odwiedzi¢ tylko jeden z kazdej pary z;, T;.

2. Dla kazdej pary z;, Z; tworzymy dodatkowe wierzcholki a;,,aj,...,a;,a’
i lgczymy je w nastepujacy sposédb:

Teraz mozemy juz znalezé $ciezke Hamiltona; kazda taka Sciezka bedzie odpo-
wiadala pewnemu wartosciowaniu formuly ¢ (przejécie $ciezka z; ~» T; oznacza
wartosciowanie z; = prawda, a przejscie Sciezka T; «» z; oznacza wartosciowanie
z; = falsz).

3. Dla kazdej klauzuli C; tworzymy odpowiadajacy jej wierzcholek C;. Jesli klauzula

. . / - Lo
C; zawiera z;, to tworzymy krawedzie a;; C; oraz C;aj;, a jesli zawiera T}, to
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tworzymy krawedzie C; a; ; oraz a}vi C;. Na przyklad dla klauzuli C| zawierajacej
z; otrzymujemy graf

Nietrudno zauwazy¢, ze w grafie G istnieje Sciezka Hamiltona s «» ¢ (przechodzaca
réwniez przez wierzcholki C;) wtedy i tylko wtedy, gdy formula ¢ jest spelnialna. W ten
spos6b pokazalidmy, ze 3-SAT <P, DIRECTED HAMILTONIAN PATH, a wiec problem
DIRECTED HAMILTONIAN PATH jest NP-trudny. Jest on rowniez w NP, wiec jest NP-
zupelny. O

Twierdzenie 5.8
Problem HAMILTONIAN PATH jest NP-zupelny.

Dowod. Pokazemy redukcje problemu DIRECTED HAMILTONIAN PATH do HAMILTONIAN
PATH. Niech G bedzie grafem skierowanym, a G’ grafem nieskierowanym, ktéry otrzy-
mujemy z G w taki sposéb, ze kazdy wierzcholek v € G przepisujemy do G’ jako trzy
(polaczone Sciezka) wierzcholki: vy, v 4 1 Vo, @ kazda krawedz skierowang wv € G
przepisujemy do grafu G’ jako krawedz w,,,v;,.

Oczywiscie nie kazda nieskierowana $ciezka w grafie G’ odpowiada dokladnie jednej
skierowanej $ciezce w grafie G, ale jeSli ograniczymy sie tylko do $ciezek Hamiltona,
to ten fakt istotnie zachodzi, poniewaz taka Sciezka musi przechodzié¢ dokladnie raz
przez wszystkie wierzchotki v,y (a wigc raz wchodzi i raz wychodzi z wierzchotka).
W ten sposéb pokazaliSmy, ze DIRECTED HAMILTONIAN PATH <P, HAMILTONIAN PATH,
a wiec problem HAMILTONIAN PATH jest NP-trudny. Jest on réwniez w NP, wiec jest
NP-zupelny. O

Bardzo tatwo zauwazyé, ze problemy DIRECTED HAMILTONIAN CYCLE i HAMILTONIAN
CYCLE rowniez sg NP-zupelne — w dowodach wystarczy dodaé¢ krawedz ts.

§5.6 Problemy SET CoVvER i X3C

Problem SET COVER to problem stwierdzenia, czy dany zbiér B = {b,...,b,,} mozna
reprezentowacé jako sume mnogos$ciows co najwyzej t zbioréw z danej rodziny podzbioréw
B, oznaczanej jako 8§ = {5, ...,S,,} C P(B). Taka reprezentacja nazywa si¢ pokryciem
zbioru.

Podobnie jak dla problemu SAT, bedziemy chcieli wprowadzi¢ pewne ograniczenie
danych tego problemu, ktére, jak udowodnimy, bedzie réwnowazne pelnemu problemowi.
W tym przypadku bedzie to problem X3C (ezact cover by 3-sets), w ktérym dodatkowo
n = 3t oraz |S;| = 3 dla kazdego i (z czego wynika, ze zbiory z § muszg by¢ rozlaczne).

Twierdzenie 5.9
Problem SET COVER jest NP-zupelny.
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Dowdd. Pokazemy redukcje problemu 3-SAT do problemu SET COVER. Niech ¢ =
C) A -+ A Gy, bedzie formula w postaci CNF, gdzie kazda klauzula C; ma co najwyzej trzy
literaty. Niech zbiér B zawiera zmienne oraz klauzule:

B == {.1‘1, .ee ,.’L‘n’ Cl’ ey Ck},

a kazda zmienna z; ma dwa odpowiadajace zbiory:

Smj=o = {%} U {Ci
Spm1 = {z;}U {Ci

nalezace do rodziny §.

Zbiér B mozna pokryé n zbiorami z § wtedy i tylko wtedy, gdy formuta ¢ jest
spelnialna (jesli formula nie jest spelnialna, to nie uda si¢ pokryé¢ wszystkich klauzul
C;, a w przeciwnym wypadku bedziemy mogli to zrobié, wybierajac jeden z kazdej pary
zbioréw Smjzb). W ten sposéb pokazalismy, ze 3-SAT <P, SET COVER, a wiec problem
SET COVER jest NP-trudny. Jest on réwniez w NP, wiec jest NP-zupelny. O

klauzula C; zawiera (zaprzeczony) literat TJ} ,

klauzula C; zawiera (niezaprzeczony) literal j} ,

Twierdzenie 5.10
Problem X3C jest NP-zupelny.

Dowdd. Dowéd bedzie rozwinieciem dowodu twierdzenia 5.9.

Zauwazmy, ze jeSli zamiast 3-SAT rozwazymy (3,3)-SAT, to wtedy kazdy zbiér z §
ma co najwyzej 4 elementy (zmienna oraz co najwyzej 3 klauzule). Jedli jednak istnieje
zbiér ij=b majgcy dokladnie 4 elementy, to znaczy, ze zmienna z; jest uzyta w takiej
samej formie, to znaczy zawsze zanegowana, lub zawsze niezanegowana. Mozemy jg wiec
spokojnie pomingé¢ (wartoSciujac ja na b € {0,1}) i rozwazaé tylko te zbiory z rodziny &,
ktére majg co najwyzej 3 elementy. Aby nie wprowadzaé zbyt wielu oznaczen, przyjmiemy,
ze takie zmienne nie wystepujg w formule ¢.

Mamy juz wiec redukcje (3,3)-SAT do problemu pokrycia zbiorami o maksymalnie
3 elementach. Aby otrzymaé redukcje do problemu X3C, nalezy wykonaé¢ dwa dosyé
techniczne zabiegi:

1. Dla kazdego j < n, do rodziny § dodajemy wszystkie zawierajgce z; podzbiory
zbioru Smj:b (zamiast samego zbioru ij:b). Na przyklad

{mjv Cla 02} — {xja Clv 02}7 {mjv 01}7 {mjv 02}7 {I]}

W ten sposdb zagwarantujemy, ze jesli istnieje pokrycie, to istnieje réwniez pokrycie
o takiem samej licznosci, ktére jest dokladne (ezact), a wiec sklada sie ze zbioréw
roztacznych.

2. Musimy pokry¢ zbiér zawierajacy n + k elementow dokladnie n zbiorami dokladnie
3-elementowymi. Aby to umozliwié¢, dodajemy dodatkowe 3n — (n + k) elementéw
dy,...,dy,_; do zbioru B. Ponadto, kazdy zbiér S € &8, ktéry ma mniej niz trzy
elementy, zastepujemy zbiorami uzupelnionymi do trzech elementéw przez dowolne
elementy dy, ..., ds,_; (wszystkie ich kombinacje). Na przyklad dla d,, ds, d; mamy

{xj} — {xja ’ },{Cll'j, ) }7{1']'7 ’ }a
{xj701} — {J"jﬂch }7{$j?011 }7{1"]‘7017 }7
{z;,C1, G} — {z;,C1, Go}.
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W ten sposéb gwarantujemy, ze kazdy zbiér z § ma dokladnie 3 elementy, a jed-
noczeénie zbiér B mozna pokryé n zbiorami wtedy i tylko wtedy, jesli przed tym
krokiem istnialo pokrycie.

Teraz mamy juz pewng instancje problemu X3C, a wigc pokazaliSémy, ze (3, 3)-SAT sie
do tego problemu redukuje, z czego wynika, ze problem X3C réwniez jest NP-zupeilny. [

§5.7 Problem SUBSET SUM

Problem SUBSET SUM to problem stwierdzenia, czy dany zbiér liczb naturalnych A =
{ay,...,a,} zawiera podzbiér sumujacy si¢ do danej liczby ¢t € N.

Czytelnik moze znaé algorytm rozwigzania tego problemu, ktéry dziala w czasie O(nt).
Moze wydawaé sie on wielomianowy, ale nie jest wielomianowy wzgledem rozmiaru
danych wejéciowych, a jedynie wzgledem wartosci t. Takie algorytmy bedziemy nazywaé
pseudowielomianowymi. Problemy NP-zupelne, ktére przestaja byé NP-zupelne, jesli
zastosujemy unarne kodowanie liczb nazywamy stabo NP-zupeinymi.

Twierdzenie 5.11
Problem SUBSET SUM jest NP-zupelny.

Dowdd. Pokazemy redukcje problemu X3C do problemu SUBSET SuM. Niech (B, 8, k)
bedzie instancjg problemu X3C, gdzie § = {S;,...,S,,} i |B| = 3k. Zdefiniujmy zbiér

liczb o
A= {si Z(m+1)j b, € Si]},

=1

gdzie [bj € Si] jest nawiasem Iversona. Niech

3k

t=> (m+1).

Jj=1

Zbiér A zawiera podzbiér sumujgcy sie do t wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dokladnie
k zbioréw z rodziny &, ktore pokrywaja zbiér B. Pokazalidmy, ze X3C <P, SUBSET
SuM, a wiec problem SUBSET SuUM jest NP-trudny. Jest on réwniez w NP, wigc jest
NP-zupelny. O

§6 Struktura klas ztozonosci obliczeniowej

W pordéwnaniu do klas jezykéw szerszych niz R struktura klas jezykéw ztozonoéci oblicze-
niowej jest duzo mniej oczywista. Znanym nierozstrzygnigtym pytaniem jest w szczegdl-
nosci to, czy P = NP (chociaz wydaje sig, ze odpowiedZ na to pytanie jest negatywna)
oraz czy NP = co-NP. W tej sekcji udowodnimy kilka waznych zaleznosci, ktére jednak
Sg znane.

Uwaga 6.1 (0 zamknietosci klas ze wzgledu na dopetnienie)

Wszystkie deterministyczne klasy zlozonosci obliczeniowej (jak P czy EXP) sa zamknigte ze
wzgledu na dopelnienie, to znaczy, ze jesli jezyk L nalezy do danej klasy, to nalezy do niej
réwniez L (poniewaz w deterministycznej maszynie Turinga mozemy po prostu zamienié
stany akceptujace z odrzucajacymi).
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Sytuacja wyglada zupelnie inaczej w przypadku klas niedeterministycznych. Zamknietosé
ze wzgledu na dopelnienie chociazby klasy NP jest problemem otwartym.

Twierdzenie 6.2
Jesli P = NP, to co-NP = NP.

Dowdd. Skoro P = NP i klasa P jest zamknigeta ze wzgledu na dopelnienia, to klasa NP
réwniez jest zamknigta ze wzgledu na dopelnienie. O

Uwaga 6.3 (0 zamknietosci klas ze wzgledu na morfizmy)

Funkcje f : ¥ — X3 nazywamy morfizmem, jeéli dla dowolnego a = a, ---a,, € X3, zachodzi
f(a) = f(ay) - f(a,,) (to znaczy, ze f jest jednoznacznie okreslona przez funkcje pojedynczych
symboli).

Latwo pokazaé, ze klasa NP jest zamknieta ze wzgledu na morfizmy, to znaczy, ze
jesli L € NP i f jest morfizmem, to f(L) € NP. Dowdd jest nastepujacy: jesli M jest
niedeterministyczng maszyng Turinga rozstrzygajaca o L, to mozemy zbudowaé maszyne
M’ ktéra na wejsciu f(a) zgaduje a oraz symuluje dzialanie M na a.

Taki sam tok rozumowanie nie zadziala jednak wewnatrz klasy P. Mozemy udowodnié,
ze jeSli klasa P jest zamknieta ze wzgledu na morfizmy, to P = NP. W tym celu roz-
wazmy problem SAT. Sprawdzenie wartoSciowania formutly logicznej jest oczywiscie w P,
w szczegblnosci

L ={(¢,w) | w jest $wiadkiem spelialnosci formuly ¢}

nalezy do P. WeZmy pewien alfabet ¥ kodujacy® pary (¢, w) oraz taki morfizm f, ze f(¢) = ¢
oraz f(w) = 0. Wtedy f(L) redukuje si¢ do SAT, wigc nalezy do P, tylko jesli P = NP.

Na koniec warto zauwazy¢, ze powyzszy fakt nie implikuje, ze zamknieto$é ze wzgledu na
morfizmy kazdego podzbioru P oznacza réwnoéé P = NP. Mozna chociazby udowodnié, ze
klasa jezykéw regularnych ma te wlasnosé.

*dla formalno$ci bedziemy chcieli przeznaczyé rozigczne zbiory symboli na ¢ oraz w

§6.1 Klasy P, NP i problemy NP-posrednie

Twierdzenie 6.4 (Ladnera)
Jesli P # NP, to istnieje jezyk L € NP \ P taki, ze L nie jest NP-zupelny.

Jezyk, ktéry spelnia warunki twierdzenia Ladnera, nazywamy NP-posrednim (ang.
NP-intermediate).

Twierdzenie 6.5 (Uogolnione twierdzenie Ladnera)

Jesli P # NP oraz B € NP \ P, to istnieje jezyk A € NP \ P taki, ze A <P, B, ale
B «£2 A.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli P # NP, to istnieje nieskoniczenie wiele klas
jezykow miedzy P a NP, a wiec i nieskoriczenie wiele probleméw NP-posrednich.
Definicja 6.6. Jezyk L jest rzadki (ang. sparse) jesli istnieje wielomian s taki, ze dla

kazdej naturalnej liczby n
|ILNES"| < s(n).
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Twierdzenie 6.7 (Mahaneya)
Jesli istnieje rzadki jezyk NP-trudny, to P = NP.

Dowdd z [2]. Niech L bedzie NP-trudnym jezykiem rzadkim. Pokazemy wielomianowy
algorytm rozwigzujacy SAT.

Niech ¢ bedzie dowolng formuts logiczng o n zmiennych x4, ..., z,,. Jedli zaczeliby$my
wartos$ciowac kolejne zmienne, to stworzymy petne drzewo binarne o n poziomach, gdzie na
poziomie 0 jest sama formula ¢, na poziomie 1 sg formuly ¢[z; =0] i ¢[z; =1], na poziomie
2 formuly ¢[z; =0,2,=0] i ¢[z;=0,2,=1] oraz ¢[z; =1,2,=0] i ¢[z;=1,2,=1] i tak
dalej. Takie drzewo ma kluczowsg wlasnosé: dla kazdego poziomu £

¢ jest spelnialna <= istnieje spelnialna formula na poziomie £. (1)

Oczywiscie nie chcemy budowaé takiego drzewa (byloby to wykladnicze), ale sprébujemy
znacznie zmiejszy¢ liczbe formut na kazdym poziomie, zachowujac jednak wlasnosé 1.

Niech f : ¥* — X* bedzie wielomianowa redukcja z SAT do L. Oznaczy przez s
funkcje ograniczajaca liczbe stéw z L o odpowiednio matlej dlugosci (jak w definicji 6.6),
a przez r funkcje ograniczajacag dlugo$é stowa powstalego z f (to znaczy, ze | f(7)| < r(|7])
dla kazdej formuly 7). Bedziemy stopniowo budowaé kolejne poziomy drzewa w taki
sposéb, ze kazdym poziomie ¢ najpierw tworzymy wszystkie dzieci formul z poziomu
¢ — 1, a nastgpnie usuwamy wszystkie takie formuly ¢, ;, ze

i <joraz f(¢p1V ¢ps) = f(Pe1V o),

gdzie ¢, ; to czgsciowo wartosciowane formuly wystepujace na poziomie .
Mamy dwa istotnie rézne przypadki ze wzgledu na liczbe pozostalych formut na danym
poziomie:

(a) Liczba formul jest wigksza niz s(r(2n+5)). (Wielomian 2n + 5 wzial si¢ z faktu, ze
do funkcji f przekazywaliémy dwie formuly oraz dodatkowe pieé¢ znakéw: () V ().)
Wtedy mozemy usung¢ formule ¢, ;, poniewaz na pewno nie jest ona speinialna
(poniewaz przynajmniej jedno stowo f(¢, ; V ¢, ;) nie nalezy do L, wigc ¢, 1 V ¢, ;
nie jest spetnialna, wigc ¢, ; tez nie jest spelnialna). Powtarzamy ten krok az do
momentu, gdy liczba formul jest mniejsza lub réwna s(r(2n +5)), nie tracac jednak
wlasnodci 1.

(b) Liczba formul jest mniejsza lub réwna s(r(2n + 5)). Wtedy kontynuujemy budowe
drzewa na kolejnym poziomie.

Na ostatnim poziomie sprawdzamy, czy istnieje tautologia. Jesli tak, to formuta ¢
jest spelnialna, w przeciwnym wypadku nie jest. ZnalezliSmy wielomianowy algorytm
rozwigzujacy SAT, wiec P = NP. O

§6.2 Klasy EXP i NEXP

Twierdzenie 6.8
Jesli P = NP, to EXP = NEXP.

Dowdd. Pokazemy typows metode zwang paddingiem. Zalézmy, ze P = NP oraz niech
L € NEXP. Istnieje wigc niedeterministyczna maszyna Turinga M, ktéra rozstrzyga o L
w 2" krokach. Niech

L' ={z02"" |z e L},
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gdzie { jest specjalnym symbolem, ktéry nie nalezy do alfabetu jezyka L. Konstruujemy
niedeterministyczng maszyne Turinga M’, ktéra rozstrzyga o L’ w taki sposéb, ze dla
kazdego y € L’ sprawdza, czy y jest we wlasciwej formie, a nastepnie symuluje M przez
21#1* krokéw. Robi to w czasie O(27"), a wiec wielomianowym w stosunku do |y|. Z tego
wynika, ze L’ € NP.

Zgodnie z naszym zalozeniem L’ € P = NP, a wigc istnieje deterministyczna maszyna
Turinga M7, ktéra rozstrzyga o L’ w czasie wielomianowym. Mozemy wigc skonstru-
owaé deterministyczng maszyne Turinga My (z), ktéra symuluje M b(mOQ‘z‘k) w czasie
wykladniczym wzgledem |z|. Z tego wynika, ze L € EXP. O

Definicja 6.9. Jezyk L jest unarny, jesli jego alfabet sktada sie z jednego symbolu, to
znaczy L C {0}*.

Zauwazmy, ze kazdy jezyk unarny jest rzadki. W szczegdlnoéci wiec z twierdzenia
Mahaneya (6.7) wynika, ze jeli istnieje unarny jezyk NP-trudny, to P = NP. Mozemy tez
dowiesé¢ inny fakt dotyczacy jezykéw unarnych, bedacy silniejszg wersja twierdzenia 6.8.

Twierdzenie 6.10
Jesli kazdy unarny jezyk z NP jest w P, to EXP = NEXP.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 6.8, dlatego nie bedziemy go
tutaj powtarzaé. Zalozymy jedynie dodatkowo (i bez straty ogdlnosci), ze L € NEXP jest
jezykiem nad alfabetem {0, 1} oraz zmienimy definicje jezyka L’. Zamiast

’_ olalk
L' ={z$*" |z €L},
mozemy zdefiniowaé¢ go jako unarny jezyk
L'={0m™|x€eL},
gdzie zapisem binarnym liczby m bedzie xlOzmk. O

§6.3 Maszyny z wyroczniqg

Maszyna M z wyrocznig A to maszyna Turinga, ktéra ma mozliwo$é rozstrzygania
o jezyku A w ramach jednego kroku.

Definicja 6.11 (autoredukcja). Jezyk A jest autoredukowalny, jesli istnieje maszyna
Turinga z wyrocznig A, ktéra rozstrzyga o A, ale dla wejécia x nigdy nie pyta wyroczni
ox.

Definicja 6.12 (samoredukcja). Jezyk A jest samoredukowalny, jesli jest autoredukowalny
oraz dla wejScia x pyta wyrocznig jedynie o slowa krétsze od x.

O jezykach samoredukowalnych méwimy, ze maja naturalny algorytm rekurencyjny.

Twierdzenie 6.13
Kazdy jezyk NP-zupelny jest autoredukowalny.
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Dowdd. Niech L bedzie jezykiem NP-zupelnym, funkcja f wielomianows redukcja z L
do SAT, a funkcja g wielomianowg redukcja SAT do L. Pokazemy konstrukcje maszyny
Turinga M z wyrocznig L, ktéra dla wejscia x nie pyta o z.

Dla wejscia « maszyna M oblicza ¢ = f(x). Jesli formula ¢ nie ma zadnych zmiennych,
to maszyna zwraca, czy ¢ jest tautologia. W przeciwnym wypadku maszyna oblicza

zo = g(@[z =0]) i 7, = g(¢[z; =1]). Jesli
(a) = # zy i © # z,, to maszyna pyta wyrocznie o g(¢[z; =0]), g(¢[z; =1]) i zwraca,
czy przynajmniej jedna z odpowiedzi jest twierdzaca;
(b) w przeciwnym wypadku (z = z;,) wiemy, ze z € L < =z, € L, wiec prébujemy
warto$ciowaé kolejne zmienne (¢z; =b, 2z, =0|, ¢[z; =b, 2, =1]), powtarzajac ten

krok az do momentu, gdy ¢ nie ma juz zmiennych lub zajdzie (a).

O]

Twierdzenie 6.14
Jesli P % NP, to nie wszystkie jezyki NP-zupelne sg samoredukowalne.

Klase jezykéw rozstrzygalnych w czasie wielomianowym przez (nie)deterministyczng
maszyne Turinga z wyrocznig A oznaczamy jako pA (odpowiednio NPA). Latwo zauwazy¢,

se PA = P4 oraz NP4 = NP2,
Ponadto, dla dowolnego zbioru jezykéw € definiujemy

P¢ = J P4

Aece
oraz analogicznie dla NPC.

Fakt 6.15. Dla kazdego C-zupelnego jezyka A zachodzg réwnosci
PA=PY i NP*=NP°

Dowdd. W ramach (nie)deterministycznej maszyny Turinga z wyroczniag B € € mozemy
dokonaé¢ wielomianowej redukeji z dowolnego jezyka B do A. O

Fakt 6.16. Jesli PN° = NP, to co-NP = NP.

Dowdd. Klasa PN¥ jest deterministyczna, a wiec zamknigta ze wzgledu na dopetnienie
(zobacz uwage 6.1). Z tego wynika, ze klasa NP tez musi by¢ zamknieta ze wzgledu na
dopelnienie, wigc NP = co-NP. O

Fakt 6.17. Zachodzi ré6wno$é
pNPNco-NP _ NP N co-NP.

Dowod. Oczywiscie NP N co-NP C phPrco-NP. Pokazemy, ze phPAco-NP NP oraz
PNPﬂco—NP C co-NP.

Niech B € PNPIONP raz 4 € NP N co-NP bedzie jezykiem wyroczni, a ktérg pyta
deterministyczna maszyna Turinga M rozstrzygajaca o B. Konstruujemy niedetermi-
nistyczng maszyne Turinga My, ktora dziala tak samo jak M, tylko gdy M pyta
wyrocznie o z € A, to My niedeterministycznie zgaduje odpowiedz. W ten sposéb
B e NP.

Skoro B nalezy do deterministycznej klasy PNPOCO'NP, to réwniez B nalezy do tej klasy,
a wiec mozemy powtérzy¢ nasze rozumowanie dla B, dowodzac, ze B € co-NP. O
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§6.4 Hierarchia wielomianowa
Analogicznie do hierarchii arytmetycznej, definiujemy hierarchie wielomianows.
Definicja 6.18. Rekurencyjnie definiujemy klasy XF, TIF i AP:

(2

¥ =1I) = Aj =P,

oP = NPZ-,
1P = co-NP™i-1,
AP = P¥i,
Ponadto,
PH=[ ] .
€N

Twierdzenie 6.19
Jedli X = ZZH dla pewnego k > 0, to PH = .

Dowod. Skoro EP = ZZ 15 to rowniez
=P =P
Np k — NP k+1’

wiec z definicji
P _ P
Yht1 = Yy

Kontynuujac ten tok rozumowania dostajemy Ez = ZJ,F;H = EE+2 =...=PH. O
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