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Wymagania wstepne

Czytelnik powinien zna¢ matematyke na poziomie liceum oraz mie¢ podstawows wie-
dze na temat liczb zespolonych, w tym zna¢ wzér Eulera. Ponadto powinien wiedziec,
czym jest wzor dwumienny Newtona oraz znaé podstawy teorii grup (chociaz bez tego
ostatniego tez mozna sie obejsé).
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§1 Pierwiastki jednosci w ciele liczb zespolonych

Definicja 1.1. Pierwiastek n-tego stopnia z jedynki to liczba w € C spelniajaca rowna-

nie W™ = 1.

Lemat 1.2
Niech w # 1 bedzie pierwiastkiem n-tego stopnia z jedynki. Wtedy

wtw?+ ...+ =0.

Dowdd. 7 réwnosci w™ = 1 mamy
lI-w(w+w+.. . +u") =w-—uw" =0.
Z zalozenia (1 — w) # 0, wiec otrzymujemy teze. O

Definicja 1.3. Pierwiastek pierwotny n-tego stopnia z jedynki to taka liczba w? =
e?™k/m je i k sa wzglednie pierwsze.

Lemat 1.4
Zbiér wszystkich pierwiastkéw jednosci n-tego stopnia tworzy grupe cykliczng ze
wzgledu na mnozenie. Generatorem tej grupy jest kazdy pierwiastek pierwotny n-

tego stopnia z jednoci.

Dowdd. Na podstawie definicji 1.1 i 1.3 oraz wlasnoéci potegowania tatwo zauwazy¢, ze
taka grupa jest izomorficzna z grupa (N, +), czyli grupa addytywna modulo n, ktérej
generatorem jest kazda liczba wzglednie pierwsza z n. O

Uwaga (dla Czytelnika nieobeznanego z teoria grup). Dla danej liczby z € C zdefiniujmy
P(z) = {z,2%,23,...}. Lemat 1.4 méwi o tym, ze dla kazdego pierwiastka pierwotnego n-
tego stopnia z jednoéci wk zbiér P(wk) jest zbiorem wszystkich pierwiastkéw n-tego stopnia
7z jednosci.

Przyktadowo, P(wd) = {wg, ws, wd, wi, wi, 1}, ale P(w?) = {w?,w§, 1}

Lemat 1.5
Jedli w jest pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z jednosci, to

(1+aw)(l+aw?) - 1+aw)=1—(—a)"

Dowdéd. Zbiér pierwiastkow jednosci n-tego stopnia jest réwniez zbiorem miejsc zerowych

wielomianu z" — 1, wiec
" —1=(z—w)(z—-w?) - (z-w").

_ _l . 7. . n
Podstawmy x = —= i pomnézmy obustronnie przez a'.

(-1)"—a" = (-1 —aw)(—1 — aw?) - (=1 — aw")
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(—=1)" —a" = (=1)"(1 + aw)(1 + aw?) - - - (1 + aw™)

1+aw)(l+aw?) - (1+aw")=—~———=1—(—a)"

Szczegdlnie czesto bedziemy korzystaé z faktu, ze dla nieparzystego n zachodzi
1+w)(l+wh) -1+ =2

§1.1 Zadania

Problem 1.6 (Berkeley Math Tournament 2015, Analysis 8). Niech w bedzie pierwot-
nym pierwiastkiem jednosci 7 stopnia. Oblicz

6

H(l + Wk — W),

k=0

Problem 1.7 (Berkeley Math Circle 2000, MC5/2). Pewien prostokat jest pokryty
kostkami domina: pionowymi 1 X n oraz poziomymi 1 x m, gdzie n,m € N. Wykaz, ze
ten prostokat mozna tez pokry¢ wylacznie jednym z wymienionych typow kostek domina.

Problem 1.8 (Berkeley Math Tournament 2015, Analysis 7). Oblicz

SR

k=0

§2 Funkcje tworzace

Definicja 2.1. Funkcja tworzaca G(x) dla ciagu (gn)n>0 to funkcja taka, ze

G(z) = Zgnx”.
n=0

Oczywiscie ciagg nieskonczony moze réwnie dobrze byé od pewnego miejsca zerowy
— wtedy mozna uznaé¢ go za skonczony i odpowiednio zmodyfikowaé¢ definicje funkcji
tworzacej. Rozpatrzmy nastepujacy przyktad:

Przyklad 2.2 (z [4, problem 4.3.21])

Rzucamy dwoma standardowymi, szeSciennymi kosémi. Takie zdarzenie losowe jest okre-

$lane przez pewien rozklad prawdopodobienstwa®, dotyczacy sumy wyrzuconych oczek, przy-
kladowo P(2) = 45, P(7) = §. Rozwaz, czy da si¢ stworzy¢ dwie niestandardowe kodci

(lecz dalej szescienne, z caltkowita dodatnig liczba oczek) tak, aby rozklad prawdopodobien-
stwa sie nie zmienit.

“czyli funkcje, ktéra kazdemu wynikowi przypisuje jego prawdopodobienstwo.

Rozwigzanie. Latwo zauwazyé, ze taka standardowa kostke mozemy opisaé jako

D(x) =z + 2 + 2% + 2* + 2° + ab.
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Wtedy funkcja tworzaca ciag (gn), gdzie P(n) = 42 jest dana po prostu jako D(z)?. Rozlézmy
ten wielomian na czynniki.
D(z)? = x+x2+x3+m4+m5+9€6)2

=2 (1+x+m2+13+$4+x5)2

=2 (1 +x3)2 (1 +z +x2)2

:xz(l—i—x)Q (1—x—|—x2)2 (1+x—|—x2)2
Szukane kosci mozemy oznaczy¢ jako A(x) i B(x). Teraz po kolei bedziemy przedstawiaé¢ warunki
stawiane w zadaniu.

1. Rozklad prawdopodobieistwa ma byé taki sam, wiec A(x)B(z) = D(x)2. Mozemy wiegc
zapisaé
A=z (14+2)"” (1-z+ m2)a3 (1+az+ x2)a4

B=a"(1+ x)b2 (1-—z+ x2)b3 (1+z+ xQ)b4
gdzie dla kazdego j € 1,2,3,4 zachodzi a; + b; = 2.
2. Liczby oczek na sciankach maja byé catkowite dodatnie, wiec obie te funkcje sa podzielne
przez z. To implikuje a; = b; = 1.
3. Koéci maja by¢ szeécienne, wiec A(1) = B(1) = 6. Z tego wynika, ze 292394 = 2b23b1 = g,
WiQC02:a4:b2:b4:1.

Skoro checemy, by kosci byly rézne od D, to jest juz tylko jedna opcja: ag = 2,b3 = 0 (z dokladno-
$cia do kolejnodci). Wtedy otrzymujemy dwie kosci o wartosciach (1,3,4,5,6,8) i (1,2,2,3,3,4).
O

Zauwazmy, ze jesli chcieliby$my rozwazaé wiecej niz dwie koéci, zaden z warunkéw
by sie nie zmienil, jedynie koncowy wniosek bylby inny: dla n ko$ci mamy (2”7:1) -1
mozliwych rozwiazan (zamiast dwéch w wersji z dwiema kosémi).

ZobaczyliSmy wtasnie jeden z przykladéw uzycia funkcji tworzacych. W nastepnej
sekcji powiemy o jednej szczegdlnej technice ich wykorzystania w kombinatoryce.

§3 Filtracja pierwiastkami jednosci

Twierdzenie 3.1 (Filtracja pierwiastkami jedno$ci, Root of unity filter)

Niech w = €2™/™ gdzie n € N. Dla wielomianu F(x) = ag+aiz+azx?+. .. zachodzi

ag+ an +agp + ... = (F(l)—l—F(w)—I—...—l—F(w”_l))

SRS

Dowéd. Niech

sp=1+wh+. .+ Dk

Jeglin | k, to w® = 1, wiec s, = 1+ 1+ ... +1 = n. W przeciwnym przypadku

Sk = 1;“:;5 = 0. Z tego powodu mamy
F() 4+ F(w)+ ...+ F(W") = agso + a1s1 + agsa + . ..
F)+ Fw)+...+ Fw"™) =n(ag + an +ag, +...),
co, po obustronnym podzieleniu przez n, konczy dowdd. O
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Przyklad 3.2
Oblicz

33
100
A= .
> ()
k=0
Rozwigzanie. Ze wzoru Newtona wynika, ze funkcja tworzaca ciagu

100\ (100 100
(o)) (1) (30)
jest
fla) = (a+ 1)
Musimy obliczy¢ co trzeci wyraz tego ciagu, wiec, korzystajac z filtrowania pierwiastkami jednosci

(twierdzenie 3.1), wezmy w = €>™/3 i zapiszmy A jako

A= () + fw) + f(w?).

W =

Oczywiscie f(1) = 2190, Mozemy sprowadzi¢ w + 1 oraz w? + 1 do postaci wykladniczej i wtedy
policzy¢ sume, ale ladniejszym wyjsciem bedzie wykorzystanie lematu 1.2 i zapisanie

(w+ 1)100 = (—y2)100 — (200 _ ;2

oraz
(w? 4+ 1)100 = ()10 = 100 —

Ostatecznie
2 100 __ 1

A:
3

(2" +w® +w) =

Wl =

Przyktad 3.3

Znajdz liczbe takich podzbioréw zbioru S = {1...2000}, ze suma elementéw kazdego z nich
jest podzielna przez 5.

Rozwigzanie. Najpierw zauwazmy, ze funkcja
f@) =1 +z)(1+2%) (14220

jest funkcja tworzaca ciagu (a,), gdzie a, to liczba podzbioréw zbioru S, ktérych suma jest
réwna n.
Teraz oznaczmy w = e2™/5. Korzystajac z filtrowania pierwiastkami jednosci, mozemy stwier-

dzié, ze szukana liczba jest
4
1 _
5 Z f(w?).

=0

Latwo zobaczyé, ze f(1) = 22090, Na podstawie lematéw 1.4 i 1.5 wnioskujemy, ze

F@?) = (14 w)(1+w?) (1 + ) (1 +wh) (1 4 w?))"? = 210
dla j € {1,2,3,4} — czyli dla pierwiastkéw pierwotnych.
Podsumowujac, szukana liczba jest
22000 | 9402

(22000 +4- 2400) _ 5

G| =
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§3.1 Dwuargumentowa funkcja tworzaca

Nic nie stoi na przeszkodzie, zeby$my stworzyli dwuargumentowa funkcje tworzaca, jesli
akurat jest to nam potrzebne. Wtedy ciag bedzie niejako dwuwymiarowy. Dostosowanie
definicji do tego przypadku nie powinno Czytelnikowi sprawi¢ trudnosci.

Przyktad 3.4 (IMO 1995/6)
Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Znajdz liczbe takich p-elementowych podzbioréw

A zbioru {1,2,...,2p}, ze suma elementéw z A jest podzielna przez p.
Rozwigzanie. Uzyjmy nastepujacej funkeji tworzacej ciag (an,m):

flx,y) = (L +zy)(1+2%y) - (1 +2°Py).

Latwo zauwazy¢, ze bedziemy chcieli znalezé sume wspoétczynnikéw przy wyrazach postaci z°yP
gdzie p | s. Oznaczajac w = e?™/P i korzystajac z filtrowania pierwiastkami jedno$ci, mamy

Z asky

5,k>0

f(w?y)+f(w27y)+"'+f(wpay))'

"@M—‘

Na mocy lematéw 1.4 i 1.5 otrzymujemy

fwy) =1 +wy)(1+wPy) - (1+wy)
(1 +y) (1 wy) - (14 wy)’
(1+wy)(1 +w?y)--- (1 +wPy))’
14y

dla j € {1,2,...,p— 1}. Zauwazajac, ze f(1,y) = (1 + y)??, mamy teraz

Z asky

5,k>0

A~~~

(L+y)*+(@-1D(1+y")?).

%\H

Teraz wystarczy policzy¢ sume wspolczynnikéw przy yP, ktéra wynosi
1//2
((*)+20-1).
p p

Wykorzystane w ten sposéb funkcje tworzace majg wlasciwie nieograniczone mozliwo-
$ci. Modyfikujac powyzsze zdanie, mozemy na przyktad podaé liczbe zbioréw, ktérych
suma elementéw jest podzielna przez p > 3, a liczba elementéw podzielna przez 3. Wy-
starczy drugi raz zastosowaé filtracje. Oznaczajac wynik przez R oraz biorgc & = ¢2/3
mamy

O

3
S (1 + )7+ (p—1)(1+€7)?)

J=1

ww—‘
EM—‘
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Wielokrotnie korzystajac z lematéw 1.2 1 1.4, upraszczamy

3 3
Rzgi DA+ 4 (p-1)> (1+&7)
P =1 j=1
31p (2% + (~€2% + (~OF + (p— 1) (22 + (€)% + (-6)?))
=3, @@+ - DE+E+E)
1

=
(22P—1+3 1))
(

2% +3p—4).

§3.2 Zadania

Problem 3.5. Znajdz liczbe podzbioréw zbioru S = {1,2,...,2070}, ktérych suma
elementéw jest podzielna przez 9.

Problem 3.6 (IMC 1999, B2). Wykonujemy n rzutéw standardowa kostka. Oblicz, jakie
jest prawdopodobienstwo, ze suma wyrzuconych oczek bedzie podzielna przez 5.

Problem 3.7 (Concurs , Traian Lalescu” 2003). Znajdz liczbe takich naturalnych liczb
n-cyfrowych, ze kazda z nich jest podzielna przez 3 oraz kazda jej cyfra zawiera sie
w zbiorze {2,3,7,9}.
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§4 Wskazowki

1.6 Rozl6z trojmian na iloczyn dwumianow.
1.7 W kazde pole prostokata wpisz pewna liczbe zespolona.
1.8 Uzyj wzoru Newtona.

3.5 Uwaga, 9 nie jest liczba pierwsza.

§5 Rozwigzania

1.6 Najpierw roztézmy i oznaczmy szukany iloczyn

6 6

P=Tla+uwk - = ~[(¢-w -w),

k=0 k=0

gdzie ¢, T to rozwiazania réwnania 22 —x — 1 = 0.
7 lematu 1.4 oraz rozumowania podobnego do dowodu lematu 1.5 wiemy, ze

P=—(¢ 1) - 1).

Teraz zauwazmy, ze dla ¢ i 7 spelnione jest 22 = 2 + 1. Za pomoca tej réwnosci
upraszczamy ' — 1 do momentu, az uzyskamy wyrazenie liniowe (obliczenia pominiemy).

' —1=13z+7
Uzywajac tego wyniku oraz wzoréow Viete’a: ¢ + 7 = 1,67 = —1, mamy
P=—(13¢+T7)(137 +7) = —(—169 + 91 + 49) = 29.

1.7 Niech wymiary prostokata to a x b. Musimy teraz pokazaé, ze m | a lub n | b. Niech
w = e2™/™ oraz & = €2™/™ Dazielimy prostokat na ab pél; w pole o wspélrzednych (x,y)
wpisujemy liczbe w®&Y.

Mozemy obliczy¢ sume liczb w prostokacie:

wt—1¢—1

2 a 2 by _
(w4 A+ ) S

Zauwazmy (na podstawie lematu 1.2), ze suma liczb w kazdej kostce domina jest
rowna 0. Tak wiec réwniez suma liczb w catym prostokacie jest réwna 0. Stad wynika,
ze w® =11ub & =1, czyli m | a lub n | b.

1.8 Na podstawie wzoru Newtona, 225:0 (7335) zF = (14 x)™. Wystarczy wiec obliczy¢

Re ((1+4)™) = V2" cos (75 . g)

= \/575 - COS (T)

_237'
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3.5 Niech a bedzie takim ciagiem, ze ay, jest liczba podzbioréw zbioru S o sumie réwnej k.
Funkcja tworzaca tego ciagu jest

f(z) =1+ 2)(1+z2)--- (1 +2207),

Niech w = e2™/9, Uzywajac filtrowania pierwiastkami jedno$ci, mozemy stwierdzi¢, ze

odpowiedzig na pytanie jest liczba

f(&).
j=1
Zauwazmy, ze
fl@?) = (A4 w?) - (14 w™))™,

wiec, na podstawie lematu 1.5, mamy f(w’) = 2239 dla kazdego j wzglednie pierw-
szego z 9, czyli j € {1,2,4,5,7,8}.

Ponadto, w3 oraz w® sa pierwiastkami pierwotnymi trzeciego stopnia z jedynki, wiec
dla j € {3,6} zachodzi

F&7) = (L) A+ e)(1+ )™ = 2%,

— 92070

Na koniec obliczamy f(1) , wiec

f(wj) — (22070 +92.969 4 6. 2230) )

O =

Jj=1

3.6 Oznaczmy zbiér interesujacych nas zdarzen jako A. Korzystajac z filtrowania pier-
wiastkami jednodci, wezmy w = €27/5 i obliczmy

1< A
Al= 5 S F
7j=1

gdzie f(z) = x + 2% + 23 + 2* + 25 4 28 jest funkcja tworzacy standardowej kostki. Na
mocy lematéw 1.2 i 1.4 mamy

1
’A‘:g(6n+wn+w2n+w3n+w4n+w5n).
Jesli 5 | n, to
1
Al =2 (6" +4),
w przeciwnym przypadku
1
|A] 26(6”—1).

Moc zbioru zdarzen elementarnych wynosi 6", wiec mamy
+ A jeslis|n
w przeciwnym wypadku.

3.7 Najpierw zauwazmy, ze funkcja tworzaca ciagu (ax)r>0, gdzie ap jest liczba n-
cyfrowych liczb zlozonych z cyfr {2,3,7,9} o sumie cyfr réwnej k jest

flz) = (x2 + 2® +937+a:9)n.
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Szukamy takich liczb, ktérych suma cyfr jest podzielna przez 3, wigc mozemy wziaé
w = e2™/3 § korzystajac z filtrowania pierwiastkami jednosci, obliczy¢

3 (4" + 1)+ FP)

:%(4”+(w2+1+w+1)”+(w+1+w2+1)")

7 lematu 1.2 otrzymujemy réwnosé z

1
- 4"+ 2).
S (" +2)

10
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