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Ponizszy skrypt zawiera material obejmujacy wyklady z Analizy matema-
tycznej II prowadzonej na pierwszym roku Informatyki na AGH, lecz jest
mocno rozbudowany przez przyklady i twierdzenia pochodzace z przerdz-
nych Zrédel, ktére (zwykle dla rozwinigcia intuicji lub ulatwienia rozwiazan
pewnych zadan) postanowilem opisac.
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Do repozytorium dotaczony jest plik graphs.py, ktéry umozliwia wizualizacje niektd-
rych funkcji dwéch zmiennych. Jesli w prawym dolnym rogu przykladu (jak np. 4.27)
znajduje sie trojznakowy kod, to znaczy, ze jest zaimplementowana wizualizacja tego
przyktadu. Aby ja uruchomié, wystarczy uzy¢ python3 graphs.py [kod].

§1 Szeregi liczbowe

Definicja 1.1. Szereg liczbowy to para ((an)nen, (Sn)nen), gdzie S, = >0 a;.

Moéwimy, ze szereg liczbowy jest zbiezny, jedli istnieje skonczona granica lim S, = S.
n—oo

Liczbe S nazywamy wtedy sumg tego szeregu.

Twierdzenie 1.2 (warunek konieczny zbieznosci szeregu)

Jesli szereg
o
D
n=1

jest zbiezny, to

lim a, = 0.
n—oo

Przyklad 1.3

Zmajdz sume szeregu

— 1
;n(n+2)'

Rozwigzanie. Wykorzystamy tak zwane sumy teleskopowe.

SETERNEVIR
— nin+2) 271:1 n n+2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=—lm([-—=4+=-—-4+=-—= - —
2n—»00\1 3 2 4 3 5 n—+2
1 1 1 1 3
=—lim (14+=-——— — = -
2n—>oo< 2 n+1 n+2> 4

O

Mozna tatwo pokazaé, ze szereg harmoniczny » % nie jest zbiezny (czyli jest roz-
biezny), mimo ze spelnia warunek konieczny:

! + 1+1 + 1+1+1+1 +
1 2 3 4 5 6 7
——

1 >1 >1

Okazuje sie, ze zachodzi réwniez duzo mocniejsze twierdzenie:
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Twierdzenie 1.4 (o zbieznosci szeregdw harmonicznych)
Szereg harmoniczny rzedu o € R

=1
Dy

=il

3

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a > 1.

Jedli szereg > 07 |an| jest zbiezny, to méwimy, ze szereg Y oo an jest bezwzglednie
zbiezny, w przeciwnym przypadku jest warunkowo zbiezny. Bezwzgledna zbiezno$é sze-
regu pociaga za soba jego zbieznos¢.

Aby sprawdzié¢ zbiezno$é szeregdéw, stosuje sie kilka kryteriow zbieznosci.

Twierdzenie 1.5 (kryterium poréwnawcze)

Jedli dla kazdego n wigkszego od pewnego ng zachodzi
an < by

oraz an, b, > 0, to ze zbieznosci szeregu y o | b, wynika zbieznosé¢ > > | ay, a z roz-
o o ;. o0 o 0 o s s o)
bieznosci szeregu » | a,, wynika rozbieznosé » > | by,.

Uwaga. Wraz z powyzszym twierdzeniem 1
warto stosowaé nieréwnoéci, ktére zachodza
w przedziale [0, 1]:
0.75 - i
. % <sinr <z
e S<In(x+1)<z 05 r
cTs <2z 0.25 |- .
e 1—x<cosx
0 | | |
0 0.25 0.5 0.75 1

Przyktad 1.6

Zbadaj zbieznosé szeregu

> ()

Zln 5 .
n

n=1

Rozwigzanie.

e 2+1 %) 1
;ln<nn2 >:;1n(1+n2>

Wyrazy szeregu sa dodatnie oraz dla kazdego n € N

1 1
ln<1+n2> <ﬁ’

wiec, na podstawie twierdzenia 1.4, dany szereg jest zbiezny. O
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Twierdzenie 1.7 (kryterium ilorazowe)

Jedli dla kazdego n wiekszego od pewnego ng wyrazy szeregéw » .~ an iy ..o by
sg dodatnie oraz

lim % = g € (0,00),

n—o0 n

to dane szeregi sa jednoczesnie zbiezne lub jednoczeénie rozbiezne.

Twierdzenie 1.8 (kryterium d'Alemberta)

Niech bedzie dany szereg » -7, a, o niezerowych wyrazach oraz niech

. An+1
lim —F

n—00  QAp

Jedli g > 1, to dany szereg jest rozbiezny, a jesli g < 1, to szereg jest zbiezny.

Twierdzenie 1.9 (kryterium Cauchy'ego)

Niech bedzie dany szereg » -7, a,, oraz niech

lim {/|an| = g.
n—o0

Jesli g > 1, to dany szereg jest rozbiezny, a jesli g < 1, to szereg jest zbiezny.

Uwaga. Jesli w kryteriach d’Alemberta lub Cauchy’ego wyjdzie ¢ = 1, to nie mozemy
powiedzie¢ nic o zbieznosci ciagu.

Przyklad 1.10

Zbadaj zbiezno$¢ szeregu

oo 3”-

Rozwigzanie. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego, mamy

lim /" limé-{b/ﬁ:f<17

wiec dany szereg jest zbiezny. O
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Twierdzenie 1.11 (kryterium catkowe)

Jedli dla kazdego n wigkszego od pewnego ng wyrazy szeregu » .~ ap sa dodatnie

oraz istnieje taka malejaca (na przedziale [ng,c0)) funkcja f, ze a, = f(n) dla
kazdego n, to szereg

o

> an

n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy catka niewtadciwa

/100 f(z)dx

jest zbiezna.

Twierdzenie 1.12 (kryterium Leibniza)

Dany jest szereg > -2 ;(—1)"a,. Jesli ciag (a,) jest dodatni, zbiezny do zera oraz
malejacy, to jest dany szereg jest zbiezny.

Szereg opisywany przez kryterium Leibniza nazywamy szeregiem naprzemiennym.

Przyklad 1.13

Zbadac zbieznosé¢ warunkowa i bezwzgledna szeregu

n 1
Z(il) nlnn’

Rozwigzanie. Korzystajac z kryterium Leibniza, bardzo latwo pokazaé, ze dany szereg jest
zbiezny. Ciag an, = .. ma oczywiScie wyrazy dodatnie i jest zbiezny do zera. Ponadto jest
malejacy, bo zaréwno n, jak i Inn rosna.

Aby okredli¢, czy dany szereg jest bezwzglednie zbiezny skorzystamy z kryterium catkowego.

1 u=Inx 1
/:L'lnx x du:ldx /u u=Inu+ n(In(z)) +
x
<1 o0 .
/ dz = ln(ln(m))‘ — rozbiezna.
1 zlnz 1
7 tego wynika, ze dany szereg jest tylko warunkowo zbiezny. O

§2 Ciagi funkcyjne

Ciag funkcyjny to ciag, ktérego przeciwdziedzing jest zbiér funkcji okreslonych na tej
samej dziedzinie. W kolejnych sekcjach bedziemy rozwazaé ciagi funkcji X — R, gdzie
X C R, chyba ze stwierdzono inaczej. Jest to wazne zalozenie niektoérych twierdzen.

Definicja 2.1 (zbiezno$¢ punktowa). Ciag funkcyjny (f,(x)) jest zbiezny punktowo na
X, jedli istnieje taka funkcja f: X — Y, ze li_>m fu(x) = f(x), czyli gdy
n oo

V V 34 V |fule) - f2)] <e.

zeX >0 ngeN n>ng
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Definicja 2.2 (zbieznosé jednostajna). Ciag funkcyjny (fy,(z)) jest zbiezny jednostajnie
na X, jesli

V 4 V VYV |fule)-f2) <e

e>0 ngeN n>ng zeX

Twierdzenie 2.3

Jesli ciag funkcyjny (fn(x)) jest jednostajnie zbiezny do f na X, to jest réwniez
zbiezny punktowo do f na X, co zapisujemy jako

fod f= £ 55

Dowdd. Wynika z definicji i podstawowych praw rachunku kwantyfikatoréw. O

Twierdzenie 2.4

Jesli ciag (fn(x)) jest ciagiem funkcji ciagtych i jest jednostajnie zbiezny f,, = f, to
funkcja f jest ciagta.

Przyktad 2.5

Zbadaj zbieznosé punktowa i jednostajna ciagu funkcyjnego

1

fn(z) = m

na zbiorze R.

Rozwigzanie.

. 1 1, dlax=0
lim — =
n—oo 1 + na? 0, dlax#0.

Dany ciag jest wiec zbiezny punktowo, ale, skoro funkcje f,, sa ciagte, a funkcja f nie, to nie jest
zbiezny jednostajnie.

O

§2.1 Metryka Czebyszewa

Wezmy pewna dwuargumentows, funkcje zdefiniowang jako

de(f,g) = sup |f(z) — g(2)].

zeX

Mozna udowodnié, ze funkcja d. jest metryka (zwana metryka Czebyszewa). Jako argu-
menty przyjmuje dwie funkcja zdefiniowane na tej samej dziedzinie X.

Twierdzenie 2.6

Jedli kazda funkcja ciagu funkcyjnego (f,,(x)) jest ograniczona, to

fn = f <~ nlgn;odc(fnaf) =0.
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Rysunek 1: Wyrazy od fi(x) do fio(x)
w w w w

Przyklad 2.7
Zbadaj zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciggu funkcyjnego

na przedziale [2, 00).

Rozwigzanie. Mamy
n

=1

lim
n—oo | + "

f,

wiec cigg jest zbiezny punktowo do funkcji ciaglej, mozemy zatem sprawdzié, czy zbiega do niej
jednostajnie.

x" "
lim sup ’ — 1’ = lim sup (1 - )
n—oo x| 14+ 2™ n—=00 e X 14 am

Obliczmy supremum danej funkcji. Pochodna

d < " > B 7nx"’1(1 +a") — 2™ (na" 1) na" !
(1+2am)* (1+am)*

dz T B
jest ujemna na calym przedziale [2, 00), wigc supremum bedzie przy = = 2. Mamy
n 277.
lim sup (1 - ——— ) = lim (1— =(1-1)=0,
n—00 pc X 1+a2m n—00 1+2n

wiec dany ciag jest zbiezny jednostajnie.

Przyktad 2.8
Zbadaj zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciaggu funkcyjnego
fu(z) =

ne
n? 4+ x2

na zbiorze R.
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Rozwigzanie. Mamy
nx

nli)H;o n2 —+ 2 - n—oo n
wiec ciag jest zbiezny punktowo do funkcji ciaglej, mozemy zatem sprawdzié¢, czy zbiega do niej
jednostajnie.
nx

lim su
P 'fl2 +l’2

) nx
= lim sup ( 5——>
n—00 X n—oo ex \N° + T

Obliczmy supremum danej funkcji.

d ( nx > _ n(n?+2?) —nz(2z)  n®—na?
= 2

2

dz \n? + 22 (n? 4 x2) (n? + 22)
Pochodna zeruje sig, gdy
n3=nx2:>m=in,
wiec supremum bedzie przy x = n. Mamy
i n2 _ 1
o0 12 +n2 2’
wiec dany ciag nie jest zbiezny jednostajnie. O

Twierdzenie 2.9 (o rézniczkowalno$ci granicy ciagu funkcyjnego)

Jesli kazda funkcja ciagu funkcyjnego (fn(z)) jest rézniczkowalna, ciag (f,) jest
zbiezny, a ciag (f]) zbiezny jednostajnie, to dla kazdego = € X zachodzi

(lim fn(aj))/ = lim (f}(z)).

n—oo n—oo

Twierdzenie 2.10 (o catkowalnosci granicy ciggu funkcyjnego)

Jedli kazda funkcja ciagu funkcyjnego (f,(x)) jest caltkowalna, a ciag (f,,) jest zbiezny
jednostajnie, to dla kazdych z1,z9 € X zachodzi

/m " (nli_{rgo fn(:c)) de = lim < /x TQ () dx> .

1

§3 Szeregi funkcyjne

Podobnie do szeregéw liczbowych, szeregi funkcyjne to para ((fn(z))nen, (Sn(z))nen):
ciag funkcyjny oraz ciag sum czeéciowych ciggu funkcyjnego. Taki szereg jest zbiezny
(punktowo / jednostajnie) do sumy szeregu S, jesli ciag (S, (x)) jest zbiezny (punktowo
/ jednostajnie) do S.

Analogicznie do twierdzenia 2.3, warunkiem koniecznym zbiezno$ci jednostajnej sze-
regu jest jego zbiezno$¢ punktowa.

Z kolei w analogii do twierdzenia 1.2, warunkiem koniecznym zbieznosci (punktowej
/ jednostajnej) szeregu » 7 fn(x) jest zbieznosé (punktowa / jednostajna) ciggu funk-
cyjnego (fn(x)) do zera, to znaczy

Y fu(x) = S = fulz) 0= f
n=1
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oraz

> falz) 2 S = fulz) 30=f.
n=1

Twierdzenie 3.1 (kryterium Weierstrassa)

Jesli istnieje taki ciag (ay,), ze dla kazdego n € N i dla kazdego z € X C R mamy
nieréwnosé
|fn(@)] < an

oraz szereg » -, a, jest zbiezny, to szereg funkcyjny

n=1

jest jednostajnie zbiezny na X.

Zachodzi twierdzenie o ciaglosci, analogiczne do twierdzenia 2.4.

Twierdzenie 3.2

Jedli szereg > 07 fn(x) jest szeregiem funkeji cigglych i jest jednostajnie zbiezny
Yomey fu(x) =2 S(x), to funkcja S jest ciagla.

Przyktad 3.3

Zbadaj zbiezno$¢ punktowa i jednostajna szeregu

Z z"(1—x)

na przedziale [0, 1].

Rozwigzanie. Dla z € [0,1) mamy:

1
=,
1—2x

Zx”(l —z)=xz(1—2)

natomiast dla z = 1 mamy
[ee] oo
daml-z)=) 1"-0=0,
n=1 n=1

wiec szereg jest zbiezny punktowo. Funkcja

dl 1
() = z, dlaze0,1)
0, dlaz=1

)

do ktérej dany szereg zbiega, nie jest ciagla, a funkcje f,,(x) = 2™(1 —x) sa ciagle, wiec, na mocy
twierdzenia 3.2, szereg nie zbiega jednostajnie. O
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Przyktad 3.4
Zbadaj zbiezno$¢ punktowa i jednostajna szeregu
oo
P
1+ ntz?

n=1

na przedziale [1,00).

Rozwigzanie. Dla kazdego x € [1,00] oraz n € N mamy

- nr < nr 1 < 1
14 nf2?2 T ndz2 ndz T nd

nx
)

1+ niz?

wiec, na mocy kryterium Weierstrassa, dany szereg jest jednostajnie zbiezny, bo szereg harmo-
niczny rzedu 3 jest zbiezny. O

Przyktad 3.5

Zbadaj obszar zbiezno$ci® punktowej oraz zbieznosé¢ jednostajna szeregu
oo
>
enc’
n=1

“czyli zbiér punktéw, w ktoérych szereg jest zbiezny

Rozwigzanie. Mozemy od razu stwierdzié, ze dla x = 0 otrzymamy szereg ciag zer, ktéry oczy-
wiscie jest (jednostajnie) zbiezny do zera. Mozemy potraktowaé x jako parametr, wtedy, zamiast
szeregu funkcyjnego, bedziemy mieé¢ szereg liczbowy, ktérego zbiezno$¢ mozemy pokazaé z kry-
terium d’Alemberta:
L 2 e L 1 1
9=l e TG T

Szereg jest wiec zbiezny dla kazdego x > 0 i rozbiezny dla kazdego = < 0. Ostatecznie, obszar
zbieznosci punktowej danego szeregu funkcyjnego to [0, 0o).

Zajmijmy sie teraz zbieznoscig jednostajng. Oczywiscie mozna by ja wykazywaé przez znalezie-
nie ciggu sum czesciowych, a nastepnie skorzystanie z twierdzenia 2.6, ale mozemy tez skorzystaé
z kryterium Weierstrassa, chociaz w dosy¢ nieozczywisty sposéb.

Znajdzmy najpierw supremum ciggu a, = = . Mozemy znalezZ¢ miejsca zerowe pochodnej:

ene

2 nr\ _ .2 nx _
d z 2x(e™®) — x*(ne™®)  x(2 xn)zO@xe{O,%}.

dz en=® - e2na: ene

Szkicujac wykres pochodnej, przekonamy sig, ze funkcja a, (x) osiaga maksimum w x = %, wiec

5G4

e2n?’

Szereg 0 | ﬁ jest zbiezny (poniewaz jest harmoniczny rzedu 2), wiec mozemy uzy¢ kryterium
Weierstrassa udowadniajac, ze dany szereg funkcyjny jest jednostajnie zbiezny. O

Zachodza réwniez twierdzenia o rézniczkowalnosci i catkowalnosci, analogiczne do
twierdzen 2.9 i 2.10.

10
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Twierdzenie 3.6

Niech (fn(x)) bedzie ciagiem funkeji rézniczkowalnych. Jesli szereg >~ ° | fn(z) jest
zbiezny na X, a szereg > > | fr(x) jest jednostajnie zbiezny na X, to dla kazdego

x € X zachodzi )
(Z fn($)> AT
n=1 n=1

Twierdzenie 3.7

Niech (f,(z)) bedzie ciagiem funkcji catkowalnych. Jesli szereg > > | fn(x) jest jed-
nostajnie zbiezny na X, to dla kazdych x1,x2 € X zachodzi

[ (S a3 ([ pioras).

§3.1 Szeregi potegowe

Definicja 3.8. Szereg potegowy o srodku w punkcie ¢ to szereg funkcyjny

o0
Z an(x — )",
n=1

gdzie a,,z,c € C.

Twierdzenie 3.9

Jesli szereg potegowy
(o)
Z an(z —c)"
n=1
jest zbiezny dla pewnego x1, to jest zbiezny dla wszystkich xo takich, ze
|z — | < |21 — ¢,

a jesli nie jest zbiezny dla pewnego 1, to nie jest zbiezny dla wszystkich zo takich,
ze
|zg —¢| > |z1 — ¢|.

Powyzsze twierdzenie kaze nam podzieli¢ plaszczyzne zespolong (wzgledem danego
szeregu potegowego) na trzy rozlaczne zbiory. Formalnie, jesli wezmiemy

oo
7 = sup {|x —c|: szereg Z an(z — )" jest zbieZny} ,
n=1

to zbidr

{xeC:|x—uxy| <r}
nazwiemy kotem zbieznosci. Dla wszystkich elementéw z tego zbioru dany szereg jest
zbiezny. Dla elementow na brzegu tego kota zbiezno$¢ jest nieokreslona, a dla elementow
poza nim dany szereg nie jest zbiezny. Liczba r to promien zbieznosci. Dla x = ¢ dany
szereg jest zbiezny.

11
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Uwaga. Jedli przyjmiemy w definicji szeregu potegowego (3.8), ze an,x,¢ € R, to kolo
zbieznosci staje sie przedzialem zbieznosci, a nieokreslona zbieznos¢ mamy tylko dla dwdch
elementéw: ¢ — r oraz ¢+ r.

Obszarem zbiezno$ci nazywamy zbior bedacy suma kola zbieznosci oraz zbioru elemen-
téw z jego brzegu, dla ktérych dany szereg potegowy jest zbiezny.

Twierdzenie 3.10 (Cauchy'ego-Hadamarda)

Promien zbieznosci jest dany jako

1

 limsup /]an|’

n—00

T

gdzie r = % interpretujemy jako r = oo, a r = é jako r = 0.

Mozna podaé¢ dwa stabsze twierdzenia, ktore jednak czesto tatwiej jest stosowac:

1 1
— r=——" = (3.10).

v |an|

Moéwimy, ze ciag (szereg) funkcyjny jest niemal jednostajnie zbiezny na przedziale
(a,b), jesli jest jednostajnie zbiezny na kazdym przedziale [c,d] € (a,b).

r =
an+41
Qn

lim

lim
n—o0 n—00

Fakt 3.11. Jesli szereg potegowy jest zbiezny w (c—r, c+1), to jest bezwzglednie zbiezny
w (¢ — r,c+r) oraz niemal jednostajnie zbiezny w (¢ — r,c+ 7).

Fakt 3.12. Jedli szereg potegowy jest zbiezny w (c—r, c+7r) do S(z), to funkcja S(x) jest
ciagla, rozniczkowalna i catkowalna w (¢ —r, ¢+ r). Prawdziwe dla szeregéw potegowych
sg réwniez tezy twierdzen 3.6 i 3.7.

Twierdzenie 3.13 (Abela)

Niech Y07 | an(z — ¢)™ bedzie szeregiem potegowym zbieznym do S(x) o promieniu
zbieznosci réwnym r. Jedli ten szereg jest zbiezny dla x1 = ¢ —r oraz istnieje granica
lim+ S(z), to

Z‘ﬁ$1

lim S(z) = S(z1),

czyli funkcja S(z) jest prawostronnie ciagla w x = ¢ — r. Analogicznie, jesli szereg

jest zbiezny dla 9 = ¢ + r oraz istnieje granica lim S(x), to
T—Ty

lim S(z) = S(z2),

I‘)IQ

czyli funkcja S(z) jest lewostronnie ciagta w x = ¢+ 7.

12
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Przyktlad 3.14
Znajdz sume szeregu

i (n + 1)2(: + 2)"

w kazdym punkcie obszaru zbieznosci.

Rozwigzanie. Stosujac twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda (3.10) mozemy obliczyé promieri
zbieznosci danego szeregu

. IE
lim /% 35
n—oo
tak wiec przedzial zbieznosci to (—4,0). Dla = —4 mamy
o0 1 (o]
Z (n + Z (n + 1) — rozbiezny, nie spelnia warunku koniecznego,
n=1 n=1
adlaz=0
— (n+
Z nin = Z(n + 1) — rozbiezny, nie spelnia warunku koniecznego.
= n=1

Obszarem zbieznosci jest wiec przedzial (—4,0). Policzmy teraz sume. Dla kazdego = € (—4,0)

mamy
< (n+ 1)( m+2) X+ 2 ) (S (@ 2)n Y
3Ol (fe iy (5l

n=1

n=1 n=1
[ (z+ 2 /_ (r+2)2 /_—2x(x+2)+(x+2)2_4—x2
n 7%2 B —z a x? Tog2

Przyktad 3.15
Znajdz sume szeregu
n=0 A

w kazdym punkcie obszaru zbiezno$ci.

Rozwigzanie. Stosujac twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda (3.10) mozemy obliczy¢ promient

zbieznosci danego szeregu
1 1
r=-—= —
lim p/-2" 2’
n—00 n+l

tak wiec przedzial zbieznosci to (0,1). Dla = 0 mamy

[e’e] 2n( n ] n
Z oy 1 Z — zbiezny z kryterium Leibniza,
n=0 n=0
adlaz=1
oo
Z - + 1 Z —— — rozbiezny z kryterium ilorazowego.
n=0

Obszarem zbieznosci jest wiec przedzial [0, 1). Policzmy teraz sume. Dla z = % mamy

= 2nQn
S(%):Zwrl =140+0+---=1.
n=0

13
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Dla pozostalych x zapiszemy

2" (x — ) - 2"(%—1)"4'1 = [ 1
S)=2 o > P Z 2 (t_2> 4

1 l
n=0 2 n=0 2

Szeregi potegowe sa niemal jednostajnie zbiezne w swoim przedziale zbieznosci, wiec dla z € (0, 1)
mozemy zamieni¢ znaki sumy i calki (twierdzenie 3.7)

1 T 1\" 1 @ 1
S(x):i/ on <t—) dt = / dt
T— 3 %;::O 2 r—3 1 1—2(t—1)

1 L | 1 1 * 1 1
= dt = —ZIn(l1—¢t)| = In(l —z) —In=
x;/; 2ot o [ T >L 123;(“( z) n2>

In(2 — 2x)
1—2z

D=

Z twierdzenia Abela (3.13) wynika, ze

wiec ostatecznie mamy

Przyklad 3.16

Zmnajdz sume szeregu liczbowego

= 2n+1
Warto$é S(1) jest szukana suma, jedli tylko szereg jest zbiezny w tym punkcie. Niech t = 2.
Stosujac twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda (3.10) mozemy obliczyé promien zbieznosci szeregu:

1
: 2n+1
BUUS e s

Tt = :17

tak wiec szereg zbiega, gdy t € (—1,1) = = € (—1,1). W punktach z = —11i 2 = 1 szereg réwniez
jest zbiezny, co mozna pokazaé z kryterium Leibniza.
Policzmy teraz sume (dla przedzialu zbieznosci (—1,1)):

io: n 2n+1:§:/m( n2ndu_/ n2ndu
n=0

/z i "du = /I . —|—1u2 du = [arctan( )}0 = arctan(z).
o 0

Skoro w & = 1 ten szereg tez jest zbiezny, to z twierdzenia Abela (3.13) mamy

S(1) = lim arctan(z) = arctan(1l) = %

r—1

14
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§3.2 Szeregi Taylora

Twierdzenie 3.17 (o rozwijaniu funkgji w szereg Taylora)

Jedli funkcja f ma pochodne wszystkich rzedéw w pewnym otoczeniu U punktu xg,
to na pewnym przedziale zachodzi réwnosé

© £(n) (4
fl) =3 L0 g
n=0 ’

Taki szereg nazywamy szeregiem Taylora, a jesli zop = 0, to nazywamy go szeregiem
Maclaurina.

Fakt 3.18. Dosy¢ tatwo wyprowadzi¢ nastepujace rozwiniecia w szeregi Maclaurina,
ktére moga byé uzyteczne w zadaniach:

1 oo
= g " x e (—-1,1)
1—2 o

n

o
x
T __
e —E n',xGR

n=0
o0
) (_1)nx2n+1
=) ~——~ " reR
SN x nz:;) (2n—|—1)! x

oo
(_1)711;271
cos T = Z W,x eR

n=0

Przyktad 3.19

Rozwini w szereg Taylora funkcje f(x) = Inz w otoczeniu xy = 1.

Rozwigzanie. Sprébujmy znalezé ogdlny wzér na (™ (x). Mamy

fla) =
()= —
7)==
@) = =

tak wiec

fay =3 ENT O D gy VT e
n=0 '

Z twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda (3.10)
1

r=———=1
: n
nlll’nn1

15
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wynika, ze ten szereg jest zbiezny, a wiec réwnosé jest prawdziwa, dla kazdego = € (0, 2). Latwo
sprawdzi¢ (z kryterium Leibniza), ze jest zbiezny tez dla x = 2, wigc (z twierdzenia Abela)
réwniez dla x = 2 réwnosé jest prawdziwa. O

Przyklad 3.20
4

Rozwii w szereg Maclaurina funkcje f(x) = 3 arctan z*.

Rozwigzanie. Wezmy g(x) = arctan z*. Mamy

43 423
/ 8
= = <l=sze(-11
J@) == oy B<l=sreLy
wiec
_ 24353(71,8)71 _ 2(71)7141:87#&’»7
n=0 n=0
ergo

dt / n4t8n+3 dt

= 8n+3 = 4ot
n — _1 n .
>t /t o z;; e

=0 n=

S

Ostatecznie mamy

_ - (71)71 8n+7
f(w)—ngoanw .

Réwnoéé jest prawdziwa dla « € (—1,1) oraz (z kryterium Leibniza i twierdzenia Abela) dla
= =+1. O

§3.3 Szeregi Fouriera

Zbiér funkeji calkowalnych z kwadratem bedziemy oznaczaé przez L%[a, b]. Formalnie

L*[a,b) =< f : [a,b] = R : / fA(z)dz < 00
[a.b]

Jesli utozsamimy ze soba funkcje, ktore réznig sie zbiorze miary Riemanna réwnej zero,
to struktura (L?[a,b], R, +,-) jest przestrzenia wektorowa, w ktérej mozemy wprowadzié

iloczyn skalarny
fog= / flz

[a,b]

Mamy wiec przestrzen unitarng, ergo zdefiniowana jest w niej tez norma

-
1l = Fof = / f2(x) da

oraz metryka

b
d(f.g) = If - oll = / (f(z) — g(x))? da.

Zbiezno$¢ w sensie metryki d to zbieznosc przecietna z kwadratem.

16
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Definicja 3.21. Ciag ortogonalny to taki ciag funkcyjny (¢, )n>0, ktérego funkcje nie sa
tozsamosciowo réwne zeru, sg calkowalne z kwadratem oraz jego elementy sa prostopadte,
czyli
YV piop; =0.
it Pi © Py
Definicja 3.22. Ciag ortonormalny to taki ciag ortogonalny, ze jego elementy sa wer-
sorami, czyli
1, dlat=j
V piop;= L
i,J 0, dlai=#j

Wartos¢ ¢; o ¢ oznaczamy 0;; i nazywamy deltq Kroneckera.

Szeregiem ortogonalnym bedziemy nazywaé szereg funkcyjny w postaci > 2 cnon,
gdzie (c,) jest ciagiem liczb rzeczywistych, a (¢,) ciagiem ortogonalnym.

Twierdzenie 3.23 (wspdtczynniki Eulera-Fouriera)

Jesli szereg

o0
Z Cnton =3 f
n=0
jest ortogonalny i zbiega jednostajnie do funkcji f € L?[a,b], to dla kazdego n € N
Jopn
Bp = .
" lenll?
Dowdd. Niech -
f(z)= Z CnPn-
n=0

Wybierzmy dowolne m € N. Mamy

f(@) - pm(z) = ch@n(x) “om (),
n=0

b b o©
/ f(@)pm(z) dz —/ chgon(:r)tpm(x) dz.
a @ n=0

Skoro szereg jest zbiezny jednostajnie, to (korzystajac z twierdzenia 3.7) mozemy zamie-
ni¢ znaki sumy i catki, otrzymujac

b o0 b
/ f(@)pm(z)dz =S e, / on(@)om() d,
a n—=0 a

a poniewaz (pn)nen jest ciagiem ortogonalnym (czyli dla n # m, f; on(@)om(x) = 0),
suma sprowadza sie do

[ 10en@ e =en [ onteon(@ s

Foom=cm- (Pmoom)=cm-|loml?
fo Pm
lom||?

= Cpy.

17
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Szereg ortogonalny, w ktérym wspélczynniki maja powyzszg forme, nazywamy szere-
giem Fouriera funkcji f. Oznaczamy

o
f~ Z CnPn-
n=0

Jesli powyzszy szereg ortogonalny jest zbiezny do f na calym przedziale [a, b], to méwimy,
ze ta funkcja jest rozwijalna w szereg Fouriera.

Twierdzenie 3.24 (nieréwnos¢ Bessela)

Jesli szereg
o
Z Cn¥n
n=0

jest szeregiem Fouriera funkcji f wzgledem ciagu (¢, ), to

oo
1F17 > cllenll
n=0

Twierdzenie 3.25 (tozsamos¢ Parsevala)

Jesdli szereg
[e.e]

Z Cn®n

n=0

jest szeregiem Fouriera funkcji f wzgledem ciagu (¢, ), to

oo
1711 = erlienl®
n=0

wtedy i tylko wtedy, gdy > o7 cnpn jest przecigtnie zbiezny z kwadratem do f.

Jedli pewien szereg spetnia tozsamosé Parsevala dla kazdej funkcji f € L?[a,b], to
moéwimy, ze ciag (yn) jest zupelny.

Whiosek 3.26
Jedli ciag (pn) jest zupelny oraz f ~ > > cnn, to szereg

o0
> enpn
n=0

jest przecietnie zbiezny z kwadratem do f na |[a, b].

§3.4 Trygonometryczne szeregi Fouriera

Fakt 3.27. Ciag
1, cosx,sinx, cos 2x,sin 2z, . .., cos nx, sinnx, . . .

jest zupelny (a wigc i ortogonalny).

18
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Whiosek 3.28 (wspdtczynniki Eulera-Fouriera (3.23) dla szeregéw trygonometrycznych)
Szeregiem trygonometrycznym Fouriera funkcji catkowalnej f : [—m, 7] — R be-
dziemy nazywaé szereg

o
ag .
oY + E an cos nx + by, sinnx,

n=1
gdzie

1 ™

ag = / f(x)dz
™ —T
1 ™

an, = / f(z) cos nz dz
™ —T
1 [7 .

by, = / f(x) sinnx dz.
™ —T

Definicja 3.29 (warunki Dirichleta).
1. funkcja f: [a,b] — R jest ograniczona,
2. funkcja f ma skoriczong liczbe przedzialéw monotonicznodci,
3. funkcja f ma skonczona liczbe punktéw niecigglosci xg oraz
lim f(x)+ lim f(x)

— +
x%wo z%xo

f(xo) = 9 ’

4. zachodzi rownosé
lim f(z)+ lim f(z)

f(a) _ f(b) _ z—a™t 5 b~

Twierdzenie 3.30 (o rozwijaniu funkgcji w szereg Fouriera)

Jesli funkcja f spelnia warunki Dirichleta w przedziale [—7, ], to szereg trygono-
metryczny Fouriera tej funkcji jest zbiezny punktowo do f na [—m, 7.

Uwaga 3.31. Jedli funkcja f spelnia warunki Dirichleta w przedziale [—m, 7] oraz jest nie-

parzysta, to

f(z) = Z by, sin nx,
n=1

gdzie b, = %fow f(x)sinnz dx. Jedli jest parzysta, to
a o]
flx) = ?0 + Zan cos nzx,
n=1

. ™ . . . 7 . . z
gdzie a,, = % fo f(x) cosnz dz. Tworza one wtedy odpowiednio szereg sinuséw i cosinuséw.
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Przyktlad 3.32

Rozwin w szereg Fouriera funkcje

dla z € (—,0)

/@) dla z € [0,7)

0,
Z,

Korzystajac z niego, oblicz sume szeregu liczbowego 1 + 3% + 5% +...

Rozwigzanie. Aby funkcja f spelniala wszystkie warunki Dirichleta, musimy dodaé¢ warto$é¢ w

punkcie x = +m.

lim f( )+ lim f(x)

z——7t T 04 ™
J(=m) = f(m) = 5 1Tz
Mozemy wiec juz napisac
f(m)=?0+;ancosnx+bnsinnx,
gdzie
1 0 ™ 1 2
aozf/ f(z (/ de—i—/ :de)z <ﬁ>=ﬂ,
s T\ 2 2
1 T
p = — f cosnxdx— de—i— zcosnxdx | =
™
1 a?smmc—i—cosn mrsmnﬂ'—i—cosmr _cosnm—1  (—=1)" -1
o n? 2 o2
1 ™ 1 0 ™ .
bnp = — f )sinnzdr = — de—i— rsinnrdx | =
™ 7r
1 n:rcosnx—i—smn:c N 1smmr—mrcosn7r _ —cosnm _ (—1)"t!
T o) T n N n N n
Mamy wiec
oo n -1 n+1
% Z Coschr(Tsinn:c.
W punkcie x = m:
T - " 1 T e=1—(=1)" 7 2 11
™ = ST I T
T4 g ) 4+n:1 mn? 4+7T<+32+52Jr )’
ergo
1 1 T m T (T T 2
gm0~ D=5 G-D-5
T tete = U -7)=3571) =3

1

™

L.

(f(2))* dz =

Whiosek 3.33 (tozsamo$¢ Parsevala (3.25) dla szeregéw trygonometrycznych)

Przyjmujemy oznaczenia jak we wniosku 3.28. Zachodzi rownosé

CL2 >
;—i—;ai—i-bi.
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Przyklad 3.34

Rozwin w szereg Fouriera funkcje

fla) =a?
dla z € [—m, 7]. Korzystajac z tego rozwiniecia, oblicz sume szeregéw liczbowych
o] o0
1 1
Z ﬁ oraz Z F
n=1 n=1
Rozwigzanie. blackpenredpen na YouTube. Wynik to odpowiednio %2 i g—é. O

§4 Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

W tej sekcji bedziemy skupiaé sie na funkcjach typu R¥ — R. W tym kontekscie warto
zauwazy¢, ze struktura (Rk ,R, +,-) jest przestrzenia wektorowa. Jest ona réwniez prze-
strzenia Banacha ze zdefiniowana norma euklidesowa.

Fakt 4.1 (granica ciggu). Wezmy ciag (z,) elementéw zbioru RF i oznaczmy z, =

(Tn1,Tn2,s ... Ty k). Lachodzi réwnowaznosé
lim z, = e Vo lim 2, =g
dim wn = (91,92, 9) & Vo Hm 2 = gi

Definicja 4.2 (Heinego). Funkcja f: D — R, gdzie D C R, ma granice w punkcie g
réwna g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (z,) takiego, ze x,, € D, x, # xo
oraz lim,, oo Tn, = x¢ zachodzi

lim f(z) = g.
n—oo
Przyktad 4.3
Zbadaj granice
: z?
lim

(2,9)—(0,0) 22 + 2

Rozwigzanie. Podstawiajac x = 0 mamy

0
lim =0,
y—0 0 4 y?2
a dla y = 0 otrzymujemy
2
x

li =1

oclg}) 2 +0 ’
wiec granica nie istnieje. Bardziej formalnie mozemy powiedzie¢, ze wzieliémy dwa ciagi: a, =
0,1),b, = (%, 0) i pokazalidmy sprzecznos$é z definicja Heinego. O

‘n
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_az?
z2+y2 .

Rysunek 2: Wykres funkcji f(z,y) =

Przyktad 4.4
Zbadaj granice
sin(x? + y?)
im @ ———
(@)—(00) 2% +y?

Rozwigzanie.

y sin(r? cos? ¢ + r2sin? )
= 111m =
=0 r2cos? @+ r2sin? ¢

sin(z? + y?)
im @ —
(@)= (00) @ +y?

T =TrCcosp

y =rsing

. 2 . t
_ sin(r?) i SR

r—0 712 t—0 t

'QY%\\\:\\\\“

i

T A NN
TN
TP

. . _ sin(e®+y%)
Rysunek 3: Wykres funkcji f(z,y) = —3 v

Przyktad 4.5

Zbadaj granice
xy?

lim —_
(2,y)—(0,0) T2 + 72

Rozwigzanie. Skoro
2
Y
S <
|:v|x2 S ||

zy?
x2 + y?
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oraz lim, ) (0,0) 0 = lim (s )~ (0,0) || = 0, to, na mocy twierdzenia o trzech ciagach,

xy?
im —| =0,
(@y)—(0,0) | 22 + 42
wiec
. xy?
lim ——— =
(@.y)—(0,0) 22 + y?
O
=
)
g
2
Rysunek 4: Wykres funkcji f(z,y) = zfif_yz
Przyklad 4.6
Zbadaj granice
. xy?
lim ———
(@)~ (0,0) 22 + y*
Rozwigzanie. Podstawiajac y = x mamy
T
P00 22 gt
a dla x = y? otrzymujemy
4 1
lim Y =—
y—0yt +yt 27

wiec granica nie istnieje.

Uwaga. Powyzszy przyklad jest o tyle ciekawy, ze jesli x oraz y zbiegaja w tym samym
tempie (czyli taczy jest liniowa zaleznosé) to zawsze granica wyjdzie zerowa. Aby pokazaé
ten fakt, przejdziemy do wspélrzednych biegunowych:

xy? . r3 cos sin? %) . T COS @ sin? %,
=0 cos2 ¢ 4 12 sin® ¢

lim ——— =lim
(@y)—(0,0) 22+ y? 7012 cos? p 4 r4sin
Jedli o = £7, to (skoro cosp = 0)

22
X 7 COS (p SIn .
lim 3 y 3 .ﬂ =1
r—=0 Cos* ¢ + r<sin” ¢ r—

m =0,

002
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a jesli ¢ # +7, to (skoro sin i cos sa ograniczone)

lim 7 cos psin? @ 0
1 = =
r—0cos? p 4+ r2sinf  cos2p+0

Natomiast jesli o nie jest stale, ale na przyklad zbiega do 7, to, jak mozna zauwazy¢ na
ponizszym rysunku, granica niekoniecznie bedzie zerowa.

Rysunek 5: Wykres funkcji f(z,y) = % 7 zaznaczong prosta y = 3.

Granice funkcji f(z,y) w formie im ;) (zo.40) (7, y) nazywamy czasami granicg po-
dwding', w odréznieniu od granic limg .z, limy .y, f(z,y) czy limy_y, limg—q, f(2,9),
ktére sg granicami iterowanymi.

Fakt 4.7. Jedli funkcja f(z,y) ma w punkcie (zg,yp) granice podwdjna oraz istnieja
obie jej granice iterowane, to wszystkie trzy sa sobie rowne.

Uzasadnienie. Granica iterowana w punkcie (zg, o) modeluje dazenie do tego punktu
po dwoch bokach prostokata. ]

Uwaga. Jesli obie granice iterowane nie istnieja, to nie znaczy, ze granica podwdjna nie
istnieje. Jesli obie granice iterowanie istnieja i sa sobie réwne, to nie znaczy, ze granica
podwdjna istnieje.

Natomiast z powyzszego faktu wynika, ze jeSli obie granice iterowane istnieja i nie sa
sobie réwne, to granica podwdjna nie istnieje.

Fakt 4.8. Jesli funkcja (wielu zmiennych) f jest ciagla w zg, a funkcja g jest ciagla
w f(zg), to funkcja g o f jest ciagla w xo.

Fakt 4.9. Jesli funkcje (wielu zmiennych) f, g sa ciagle w zg, to funkcje f+g,f—g,f g
réwniez sa ciagle w tym punkcie. Jedli dodamy warunek, ze g(z) # 0 dla pewnego
otoczenia xq, to ciggla w tym puncie jest réwniez funkcja e

§4.1 Pochodne funkcji wielu zmiennych

Definicja 4.10. Pochodng funkcji f : R¥ D D — R™ wzdluz wektora ¥ nazwiemy taka
funkcje D, f, ze
[z +t0) — f(=)
D, f(x) = lim .
Uf( ) t—0 t
Lco moze byé nazwg mylaca; w literaturze angielskiej jest to ordinary limit, ktéry nie jest tym samym
pojeciem co double limit. W szczegdlnosci dla double limit nie zachodzi fakt 4.7, zobacz tez: wikipedia.
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Oprécz notacji Eulera (D, f) stosuje si¢ réwniez notacje Leibniza (D, f(x) = 8’(;(;))
oraz Lagrange’a (f7). .
Pochodna w kierunku wektora ¢ jest pochodnag wzdluz wektora ﬁ Te pojecia s
oczywiscie réwnowazne, jesli U jest wersorem. Najczesciej uzywamy jednak pochodnych
czgstkowych, to znaczy pochodnych wzdtuz wersoréow osiowych, oznaczajac

of of of of

%(xay):m(%y) oraz @(%@/)ZM(%Q)-

Definicja 4.11 (rézniczka). Funkcja f : R¥ D D — R™ jest rézniczkowalna w p, gdy
istnieje takie przeksztalcenie liniowe L, : R*F — R™, ze dla kazdego p + h w otoczeniu p

zachodzi , ,
i @1 = fp) = Ly(h) _ 5
h—0 Al

Funkcje Ly(h) nazywamy rézniczka funkcji f w punkcie p i oznaczamy df(p)(h).

Twierdzenie 4.12 (warunek konieczny rézniczkowalnosci)
Jedli funkcja f : RF D D — R™ jest rézniczkowalna w punkcie p, to istnieje pochodna
funkeji f w punkcie p wzdtuz dowolnego wektora h € RF i zachodzi

of

%(p) = df(p)(h).

Wyprowadzenie wzoru. Pamietajac, ze df(p) jest przeksztalceniem liniowym, wiec moze
by¢ rozpatrywane jako macierz, mozemy rownowaznie stwierdzié, ze

flo+h)— flp) —df(p)-h _5

’lgé Al
i S @) = fp) = df(p) - th _
t—0 t =
o T2 1) — f(p) _ -
t—0 t
g}i(l’) =df(p) h.

Definicja 4.13 (jakobian). Dana jest funkcja f : R¥ > D — R™, gdzie

f(p) = f(l‘l, .. .,xk) = (fl(xl, e ,(L‘k), e ,fm(xl, e ,1‘k))

Macierz %( ) 8f1( ) 6f1( )
g‘?l D 72?2 P 72?}@ P
2 2 2
df(p) = 371: (p) *am:(p) """" *amk.(P)
Ofm dfm O
A (p) Hmp)..... &= (p)

nazywamy macierzq Jacobiego funkcji f w punkcie p. Jesli macierz ta jest kwadratowa,
to jej wyznacznik nazywamy jakobianem funkcji f w punkcie p i oznaczamy J(p).
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Chcac obliczy¢ rézniczke d f (p) w punkcie h wystarczy pomnozy¢ macierz df(p) i wek-
tor h, wiec

%;(p) %;(p) ------- %}(p) hy %—?(p)hl
2 2 2 2
7o) gl 92 (0) | | h2 B2 (p)he
dfp)(h) = | ™" S T =
m m  Ofm ' Ofm (
O (p) Ym(p)...... Gmp)| Lhe] %2 (0)h

Twierdzenie 4.14 (warunek konieczny rézniczkowalnosci)

Jedli funkcja jest rozniczkowalna w xg, to jest ciagla w zg.

Twierdzenie 4.15 (warunek wystarczajacy rézniczkowalnosci)

Jedli istnieja i sa ciggle wszystkie pochodne czgstkowe funkcji f w punkcie xg, to
funkcja f jest rézniczkowalna w xg.

Przyklad 4.16
Zbadaj rézniczkowalnosé funkcji

fly) = {i dla (2,9) # (0,0)

0, w przeciwnym wypadku

w calej jej dziedzinie.

Rozwigzanie. Skorzystajmy z warunku wystarczajacego na rézniczkowalnos$é funkeji. Pochodne

czastkowe
0 (2P 4y _ (32°) (2 +9°) — (¥ +y°)(22)
ox \x2+422) (22 4 y?)?
0 (247 _ By*) @ +y?) — (20 +9°)(2)
8y 22 4 g2 - (x2 i yz)z

sa ciagte w R?\ {(0,0)}, wiec w tym zbiorze funkcja f jest rézniczkowalna. Aby sprawdzié, czy
funkcja jest réwniez rézniczkowalna w p = (0,0) policzymy pochodna w tym punkcie w kierunku
wersora h:
t3 cos® ga+t3 sin® [
lim f(p + th) - f(p) — lim f(th) — lim t2 cos? p+t2sin? ¢ _
t—0 t t—0 ¢ t—0 t
. t3cosP o+ t3sind
=lim
t—0 t3

= cos® ¢ +sin® o = A} + h3.

Na mocy warunku koniecznego rézniczkowalnosci (4.12) funkeja f nie jest rézniczkowalna w (0, 0),

poniewaz pochodna w kierunku A powinna by¢ wynikiem przeksztalcenia liniowego wektora
h. O

Rozwigzanie. Pierwsza cze$é alternatywnego rozwiazania przebiega tak samo, wigc zbadamy
tylko rézniczkowalno$é funkcji f w punkcie (0,0). Z definicji rézniczki i macierzy Jacobiego
mamy
R34h3  9£(0,0) 8£(0,0)
fph) = fp) —Ly(h) . f(h) —Ly(h) o AdRE T e T e
lim = lim = lim
h—0 17l DG 1| h—0 7]
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Mozemy policzy¢ z definicji pochodnej

9f(0,0) . f(t,0)— £(0,0) &
—_— = hm —_— = —
ox t—0 t t
3
0£(0,0) _ . f0.)—f(0,0) _ = _,
ay t—0 t t
wiec
h3+h3  87(0,0) 8£(0,0) RS +h3
2= Al hy — =%, he = hi — he
lim =lim +—2——— =
b ([ h—0 [

3 (cos® p+sin® )

g —7rcose —rsing

= lim
r—0 r

wiec funkcja f nie jest rézniczkowalna w (0, 0).

f(x,y):{

(22 + 9?)sin (ks ) dia (2,9) # (0,0)

0, w przeciwnym wypadku .

= cos® ¢ + sin® ¢ — cos p + sin p # 0,

Uwaga 4.17. Warunek wystarczajacy (4.15) nie jest réwnocze$nie warunkiem koniecznym
(to znaczy, ze twierdzenie nie jest tozsamoscia). Przykladem niech bedzie funkcja

W przypadku funkcji R — R rézniczkowalnosé w punkcie znaczy, ze istnieje styczna
do wykresu funkcji w tym punkcie. W podobny sposéb mozemy zinterpretowaé geome-
trycznie rézniczkowalnosé funkcji R? — R: funkcja jest rézniczkowalna w punkcie, gdy
w tym punkcie istnieje ptaszczyzna styczna do wykresu funkcji. Taka plaszczyzna bedzie

mieé¢ réwnanie

z = f(xo,y0) + %(iﬂo,yo) (= m0) + gz(fﬁo,yo) (¥ —yo)-

Przyklad 4.18
Znajdz rownanie plaszczyzny stycznej do funkcji

2

flz,y) =7

w punkcie p = (1,0).

Rozwigzanie. Najpierw znajdzmy pochodne czastkowe:

of — ety — 9t Y
o (z,y)=¢ 2x = 2ze
af — £L'27y _ — ZE27y
S fa) = (1) = e,

Plaszczyzna styczna w punkcie p ma wiec wzor

z=e"0 4210 (z—1) =0 (y—0)

z =2ex —ey —e.
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fz,y)

0
—2
5 1 o5 0 0.5 1

Rysunek 6: Wykres funkcji f(z,y) = %" =Y 7 plaszezyzng styczna w (1,0).

Roéwniez analogicznie do funkcji R — R mozemy za pomoca pochodnych przyblizaé
wartoéci funkeji R¥ — R. Mamy

f(xo +h) = f(xo) + df(z0)(h), (2)

jesli tylko funkcja f jest rézniczkowalna w otoczeniu xg.
Pochodna czastkowa drugiego rzedu to pochodna

0% f 0 [of
aﬂfj 8.%1 a al’j 8@ '
Jedli ¢ = j, czyli pochodna ma postaé %, to nazywamy ja pochodna czystq, a przeciw-
nym wypadku jest mieszana.
Analogicznie do twierdzenia 4.15 funkcja f : D D RF — R™ jest 2-krotnie rézniczko-
walna w punkcie p, gdy istnieja i sa ciagle wszystkie (jest ich k%) pochodne czastkowe
2-go rzedu funkcji f w punkcie p.

Twierdzenie 4.19 (Schwarza o pochodnych mieszanych)

Jedli funkcja f jest 2-krotnie rézniczkowalna w p, to

2f . f
8x8y(p) = 6y(%(p)-

Jedli funkcja f : R? — R jest 2-krotnie rézniczkowalna, to mozemy zdefiniowaé réz-
niczke 2-go rzedu:
of of of (of of of (of of
A®f(hi,he) =d | ==hi+ ==ha | = == | ==h1+ =~hs | hi + == [ ==h1 + =—h2 | h
J(h1,ho) (&r 1+8y 2) 9z \ oz 1+8y2 1+8y o7 1+8y2 2
_O*f of | Of

 Ox2 +28w8y oy?

§4.2 Ekstrema lokalne

Definicja 4.20 (maksimum lokalne). Funkcja f : D — R okreslona na obszarze D C R”
ma maksimum lokalne w punkcie zg € D, jesli istnieje takie sasiedztwo U C D punktu
xg, ze dla kazdego x € U

f(z) < f(zo)-

Analogicznie definiujemy minimum lokalne.
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Twierdzenie 4.21 (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego)

Jedli funkcja f jest rézniczkowalna oraz ma ekstremum lokalne w zg, to

Definicja 4.22. Forma kwadratowa to funkcja ¢ : R™ — R taka, ze

2
o(r1, T2, ..., Tp) = a112] + a12T1T2 + . . . + a1pT1Tp

+ag1 272 + a22$% + ...+ agpxoxn

—i—...—i—...—i—annaﬂ%

@(xlaIZa"wmn):[:ﬂl """ xn] :XT'A'X7

gdzie macierz A jest symetryczng macierza, ktora nazywamy macierzq formy kwadrato-
wej. Forma kwadratowa ¢ jest okreslona dodatnio / ujemnie / nieujemnie / niedodatnio,
jesli dla kazdego niezerowego h € R™, ¢(h) jest dodatnie / ujemne / nieujemne / niedo-
datnie. Jesli istnieja dwa wektory, dla ktérych ¢ przyjmuje niezerowe wartosci réznych
znakow, to mowimy, ze forma jest nieokreslona.

Twierdzenie 4.23 (Sylvestera)

Jesli A jest macierzg formy kwadratowej ¢ oraz

jest ciagiem minoréw wiodacych, to:
1. Vi dx > 0 = ¢ jest dodatnio okreslona
2. Yy (=1)kdy, > 0 = ¢ jest ujemnie okreslona
3. Vi di > 0 = ¢ jest nieujemnie okreslona
4. Yy (—=1)*dj, > 0 = ¢ jest niedodatnio okreslona

5. w innym wypadku ¢ jest nieokreslona

Definicja 4.24 (hesjan). Jedli funkcja f : R™ D D — R jest dwukrotnie rézniczkowalna
w punkcie p, to macierz

- agf an 82f -
72 (P)  Faom ) T o ()
92 9 f > f
H(p) _ 8:}028?01(]9) Tx%(p) """ 8x289:cn(p)
02 f o2y a2y
| Oxy, Ox1 (p) 0xy 02 (p) ........ 0x2 (p) |

nazywamy macierzq Hessego (lub po prostu hesjanem) funkcji f w punkcie p.

29



Michat Dobranowski Analiza I1

Twierdzenie 4.25 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego)

Dana jest funkcja f : D — R okreslona na obszarze D C R"™. Jedli wszystkie jej
pochodne czastkowe drugiego rzedu sa ciagle w pewnym otoczeniu U > p oraz
spelniony jest warunek konieczny (4.21), to jesli forma kwadratowa, ktérej macierza
jest macierz Hessego funkcji f w punkcie p jest:

1. okreslona dodatnio, to istnieje minimum lokalne w punkcie p,
2. okreslona ujemnie, to istnieje maksimum lokalne w punkcie p,

3. nieokreslona, to nie ma ekstremum lokalnego w punkcie p.

Uwaga 4.26. Punkty dziedziny, w ktorych rézniczka jest tozsamosciowa réowna zeru lub
nie istnieje to punkty krytyczne. Te, ktére spelniaja pierwszy warunek, to punkty stacjo-
narne. Z warunku koniecznego istnienia ekstremum lokalnego (twierdzenie 4.21) wynika, ze
ekstrema istnieja tylko w punktach krytycznych, jednak nie w kazdym punkcie krytycznym
jest ekstremum. Takie punkty stacjonarne, w ktérych nie ma minimum ani maksimum, to
punkty siodtowe.

Z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum lokalnego (twierdzenie 4.25) wynika,
ze jedli badamy punkty stacjonarne za pomoca macierzy Hessego i wyjdzie nam chociaz
jeden minor zerowy, a forma bedzie okreslona nieujemnie lub niedodatnio, to ta metoda
okaze sie po prostu nieskuteczna. W szczegodlnosci, jesli badamy funkcje dwéch zmiennych
i wyznacznik macierzy Hessego wyjdzie zerowy, to nie mozemy nic powiedzie¢ o istnieniu
ekstremum.

Przyktad 4.27

Zmajdz ekstrema lokalne funkcji

flz,y) =a® +y* — 3ay.

p8w

Rozwigzanie. Najpierw policzmy pochodne czastkowe:

O () = 322 — OF () — 302 —
5 (& Y) = 327 = 3y, ay(ﬂr,y)—?)y 3z.

Sa one ciagle, wigc funkcja jest rézniczkowalna (z 4.15), wiec ewentualne ekstrema na pewno
beda w miejscach zerowania sie obu pochodnych czastkowych (z 4.21). Mamy wiec

31‘2_3y:0 $2:y
= = (z,y) € {(0,0),(1,1)}.
{3112_33620 {ygzx (#,9) € {(0,0), (1, 1)}

Policzmy macierz Hessego:

H(z,y) = %(ﬂc,y) 6izgy(xay) _ [%(sz — 3y) %(33@ 3:17)} _ {6:10 —3] .

Dla punktu (z,y) = (1,1) mamy

)

6 -3 diy =6>0,
H(1,1)= =
(1.1) [—3 6} {d2:6-6—3-3>0

wiec na podstawie warunku wystarczajacego (4.25) wnioskujemy, ze w punkcie (1,1) jest mini-
mum lokalne.
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Dla punktu (z,y) = (0,0) mamy

0 -3 dy =0,
H(0,0) = = )
©.0) [3 0} {d29<0
wiec twierdzenie 4.25 méwi, ze nie ma tutaj ekstremum lokalnego. Mozemy ten fakt réwniez

sprawdzi¢ w inny sposéb — zauwazmy, ze

fle,0)=¢"

przyjmuje wartosci wigksze od f(0,0) = 0 dla € > 0 oraz mniejsze dla ¢ < 0, wiec punkt (0, 0)
jest punktem siodlowym. O

=
\S WIS
OO,
o
oS
SO

Rysunek 7: Wykres funkcji f(z,y) = 23 + y> — 3xy.
Przyktad 4.28
Znalez¢ odleglo$é punktu A = (0,1,0) od powierzchni 7 : y = zz.

Rozwigzanie. Wezmy punkt P € m. Wtedy P = (x, 2z, z), a odleglo$é tego punktu od punktu
A wyraza sie wzorem

flz,z) = \/xQ + (zz —1)2 4 22.

Mozemy skorzystaé z faktu, ze funkcja pierwiastkowa jest monotoniczna i sprébowaé znalezé
minimum funkcji
g(z,2) =2 + (xz — 1)% 4 22

Pochodne czastkowe
dg(z, z) dg(w, z)
ox 0z

sg ciagle, wiec funkcja g jest rézniczkowalna, wiec jej minimum moze by¢ jedynie w punktach
stacjonarnych:

=22 + 22?2 — 2z, =22+ 22%2 — 2z

x4+x22—2=0
z4+22z2—z=0

Po dodaniu stronami i podstawieniu odpowiednich wartosci przeksztalcamy powyzszy uklad
réwnan do
rz=z=0.

Przyjemnosé zweryfikowania, ze metoda macierzy Hessego dla tego puntu nie rozstrzygnie istnie-
nia minimum pozostawione jest Czytelnikowi.

W takiej sytuacji musimy poradzi¢ sobie jako$ inaczej. Wykorzystujac nieréwnos¢ miedzy
$rednimi (AM-GM) mamy:

gz, 2) =22 + 22 4 (22 — 1) > 2Va222 + (22)® — 2024+ 1 = (z2)? +1> 1.
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Aby zamiast stabych nieréwnosci mogly pojawié sie tutaj réwnoéci, musi byé spetnione z2 = 22

(z AM-GM) oraz xz = 0. To oczywiscie zachodzi dla x = z = 0, wigc pokazaliSmy, ze d.(A, ) =

V1=1. O

Warto zauwazy¢, ze zamiast sprawdzaé, kiedy stabe nieréwnosci sg réwnosciami, mozna
bylto réwniez po prostu policzy¢ odleglosé punktu A od punktu P = (0,0,0), poniewaz
wiemy, ze tylko w nim moze wystapi¢ minimum.

§4.3 Ekstrema warunkowe

Definicja 4.29 (maksimum warunkowe). Funkcja f : R D S — R ma maksimum
warunkowe w punkcie x¢g € D przy warunku g : D — R, jedli istnieje takie sasiedztwo
U C D punktu xg, ze dla kazdego z € UN S

fz) < f(zo),

przy
S={xeD:g(x)=0}

Analogicznie definiujemy minimum warunkowe.

Uwaga. W przeciwienistwie do definicji ekstremum lokalnego (definicja 4.20) nie wymagamy,
zeby zbiér S byl otwarty i sp6jny (byl obszarem). Nie mozemy wiec bezposrednio stosowaé
twierdzen i metod z poprzedniej sekcji.

Twierdzenie 4.30 (Weierstrassa o osigganiu kreséw)

Jedli funkcja f: D — R jest ciggla, a zbior D € R™ jest zwarty, to funkcja f osigga
swoje kresy, czyli istnieja takie z1,x2 € D, ze dla kazdego = € D zachodzi

f(z1) < f(z) < f(22).

Zachodzi twierdzenie analogiczne do twierdzenia 4.21:

Twierdzenie 4.31 (warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego)

Jedli funkcje f, g sa rézniczkowalne w sposoéb ciagly oraz f ma ekstremum warunkowe
w punkcie xy przy warunku g, to istnieje takie A € R, ze

dL(zo,\) = 0,

gdzie L(z,\) = f(x) + Ag(x) to funkcja Lagrange’a.

Definicja 4.32 (hesjan obrzezony). Jesli funkcja f : R® D D — R jest dwukrotnie
rézniczkowalna w sposéb ciagly w punkcie p, to macierz

) ) ) .
, 0 8%% (p) 828[/75; (p) ........... 6§LTgn(p)
7 () ;97%(2?7 A FeanDA) 7, 00 (D> A)
3] 02L 02L 02L
Hp,\) = |35 70,000 A) @(p, A) e 2L (p,\)

g 2L 0L L
%(p) amngxl(p,k) axngm@a)\) """ axngmn(p,k)_

nazywamy hesjanem obrzezonym funkcji f w punkcie p.
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Analogicznie do twierdzenia 4.25 mamy:

Twierdzenie 4.33 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum warunkowego)

Dane sa funkcje f : S — R oraz g : D — R, gdzie S C D C R". Jedli wszystkie
ich pochodne czastkowe drugiego rzedu sa ciggle w pewnym otoczeniu U > p oraz
spelniony jest warunek konieczny (4.31) dla punktu (p, A), to

1. V=2, .n di < 0= istnieje minimum warunkowe w punkcie p,
2. Vi—o..n (—1)**ld; < 0 = istnieje maksimum warunkowe w punkcie p,

=Ly,

3. jesli nie zachodzi warunek V, dy < 0 ani Vj (—1)¥T'd; < 0, to nie ma ekstre-
mum lokalnego w punkcie p,

gdzie di jest wyznacznikiem minora wiodacego hesjanu obrzezonego o rozmiarze

(k +1).

Przyktad 4.34

Znajdz maksymalng wartos¢ funkcji
fla,y) =2 +ay+2y—a

na zbiorze
S ={(z,y) €eR?: 2% <y <6}

b4a

Rozwigzanie. Najpierw policzmy pochodne czastkowe:

0 0
@y oy, fley) o
or y
W zbiorze S; = {(z,y) € R? : 22 < y < 6} C S (ktéry jest obszarem) funkcja przyjmuje
ewentualne maksimum lokalne, tylko gdy obie pochodne si¢ zeruja (na podstawie twierdzenia

4.21), wiec
2 —-1=0
{“y = (2,y) = (=2,5) € S1.

r+2=0

Hesjan ma postac
2 1 di=2>0
H Z, = = )
(@) L 0} {d2=—1<0
wiec (z twierdzenia 4.25) punkt (—2,5) jest punktem siodlowym, a na zbiorze S; funkcja f nie
przyjmuje maksimum.
Sprawdzmy teraz zbiér So = {(z,y) € R? : 22 = y < 6} C S. Mozemy poshuzy¢ sie funkcja
Lagrange’a:
L(xvya)‘):f(may)+)‘g(xvy)a g(x,y)ZxQ—y

7 twierdzenie 4.31 maksimum warunkowe moze istnie¢, tylko gdy

L A L A
L@y N oyt 14 a@a) =0, SHEYN o a_g
ox Jy
20 +y—1+2\x =0 20+ 2% —1+2(x+2)z=0
S JA=x+2 S JA=x+2
y:[]jz y:x2
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Pierwsze rownanie z ukladu przyjmuje postaé

322 +6x—1=0
2
r=—14 .

V3

Hesjan obrzezony bedzie wiec rowny

) 1]
5z (%:0) 5y (@ Y) 0 2 -1
H(xay?A) = %(%y) gT%(xaya)\) 6Bx§y(‘r7y7A) = 21’ 2+2>\ ]. )
] 2 2 _
%(ay) SL(yN)  Dk(ry) L1

a jego minor
dy=—-2x—2cx—(24+2)\)=—4x -2\ —-2=
=—dx—2(x+2)—2=—-6(z+1).

Dla x = —1—% mamy

do = —6 (—\%) > 0,

wiec (z twierdzenia 4.33) ten punkt jest lokalnym maksimum warunkowym, a dla ¢ = —1 +

mamy
2
dy = —6 ( <0,
)

wiec ten punkt jest lokalnym minimum warunkowym. Na tej krzywej interesowaé nas wiec bedzie
tylko punkt (—1 — %, % + %) € 5s.

Nastepnie zajmiemy si¢ zbiorem S3 = {(z,y) € R? : 22 <y = 6} C S. Wiemy, ze y = 6, wiec
mozemy potraktowac funkcje f jako funkcje jednej zmienne;j.

2

V3

f(2,6) =h(z)=2® +62+2-6 —x
= 2%+ 5r +12

Teraz mozemy standardowo zbadac jej ekstremas:
, 5
h(z):2x+5=0®x:—§.

Jednak (—%)2 = % > 6, wiec ten punkt nie nalezy do Ss. Ekstrema funkcji istnieja w punktach
krytycznych, wiec musimy jeszcze sprawdzié punkty krancowe: (z,y) = (£v/6,6).

Skoro S = S7 U .Sy U S3, to wystarczy sprawdzi¢ wartosci funkcji w takich punktach poszcze-
gélnych zbioréw, w ktérych potencjalnie moze istnie¢ maksimum globalne:

F-1- 3+ %)= =3+ 2%,
f(=v6,6) = h(—V6) = 6 — 5v6 + 12 = 18 — 5V/6,
f(V6,6) = h(v6) = 6+ 5V6 + 12 = 18 + 5V/6.

Tak wiec funkcja f przyjmuje maksimum réwne 18 + 5v/6 w punkcie (\/67 6). O

Przyklad 4.35

Zmajdz ekstrema warunkowe funkcji

flx,y,2) =z +y+22

przy warunku 2 +y2 + 22 = 1.
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Rozwigzanie. WeZmy funkcje Lagrange’a:
L(x,y,2,N) = f(z,y,2) + Ag(x,9,2),  g(z,y,2) =2® +y° + 22— 1.
Policzmy pochodne czastkowe:

aL(‘r7y7zﬂ)\) — 1+)\2$ 8L(x7yiz7)\) — 1+)\2y 6L(.’I;7y7z,)\) :2+)\2Z.

Ox ’ Oy 0z

7 twierdzenia 4.31 wynika, ze wszystkie pochodne zeruja sie w ekstremum, wiec

1+X22=0 1
xTr = = — =
14+ A2y =0 vo=
2422 =0 TV
m2+y2+z2—1—0

22 2422 =1

SA=A S

Mozemy zauwazy¢, ze zbiér {(z,y,z) € R3 : 22 + y? + 22 = 1} okredla sfere w przestrzeni
euklidesowej, wiec jest ograniczony i domkniety, wiec, na mocy twierdzenia Heinego-Borela, jest
zwarty. Z twierdzenia Weierstrassa (4.30) wynika, ze funkcja f przyjmuje swoje ekstrema na tym
zbiorze, wiec wystarczy sprawdzi¢ wyliczone wczeéniej wartosci.

Dla A = \/g mamy

-2 -2
Tr = = y z =
Y7o ﬁ
— i

flz,y,2) = 2\[—1-2 \[ \[

Dla \ = f\/g mamy

\/i \/i
B 2\/37 o7 \/>
S 22\[ 2[ \f = 6.

Otrzymalismy wiec szukane maksimum i minimum.

§4.4 Funkcje uwikfane

Definicja 4.36. Funkcja uwiklana okreslona przez réwnanie F(z,y) = 0 to kazda funk-

cja y(z) spelniajaca réwnosé
F(z,y(x)) =0

dla wszystkich x w otoczeniu pewnego punktu xg. Jesli taka funkcja istnieje, to méwimy,
ze rébwnanie F(z,y) = 0 mozemy rozwikla¢ w otoczeniu tego punktu.
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Twierdzenie 4.37 (o funkgji uwiktanej)

Jedli funkcja F' : R? D D — R jest rézniczkowalna w sposéb ciagly w otoczeniu
punktu (zg,yo) i F(zo,y0) = 0 oraz %(wo,yo) # 0, to istnieje jednoznacznie okre-

Slona funkcja uwiklana y = y(x). Ponadto

OF

y/(l‘ )= _%(ﬂco,yo)
Y 9 (@0, 0)

dy 0, Y0

oraz, jesli y'(xg) = 0,
2
i (375(350, yO)
y (o) =—Gr——-
aiy(l‘OyyO)

Przyklad 4.38

Zbadaj ekstrema funkcji uwiklanej réwnaniem

F(z,y) =x* —22%y — 2> + > +y =0.

Rozwigzanie. Policzmy najpierw pochodne czastkowe:

F
OF(x,y) =423 — 4oy — 22 = 22(22% — 2y — 1)
Ox
aF(xay) 2
=-2 2 1
oy x” 42y +

7 twierdzenia o funkcji uwiklanej mamy
20(20% =2y —1) =0A 22+ 2y +1#0
sox =0,
wiec
F(0,y)=y*+y=0
sy e{-1,0}.

Mamy zatem dwa punkty stacjonarne, w ktérych moze istnie¢ ekstremum: (0, —1) i (0,0). Aby
je zbadaé, sprawdzamy znak drugiej pochodne;j.

J() = — %(zo,yo) . 1222 — 4y — 2
%(xo,yo) —2x2 +2y+1°
Dla punktu (0, —1) mamy
4-2
"(0) = — =2>0
v =-— ;
a dla punktu (0,1)
-2

yl/(o):_ 1 :2>Oa

wiec w obu punktach istnieja minima lokalne. O

§5 Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych

Caltki wielokrotne definiujemy podobnie jak calki funkcji jednej zmiennej — dzielimy
dziedzing na n malych prostokatéow (lub szescianéw przy trzech zmiennych) i spraw-
dzamy, czy istnieje granica przy n — oo sumy iloczynéw ich pél (objetosci) i wartosci
funkcji w pewnych ich punktach.
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Rysunek 8: Caltkowanie funkeji dwéch zmiennych po prostokacie [aq,b1] X [az, ba].

§5.1 Catka podwodjna
W tej sekcji zajmiemy sie catkami funkcji dwéch zmiennych f : P — R, gdzie P D R2.

Twierdzenie 5.1 (warunek wystarczajacy catkowalnosci funkgji po prostokacie)

Jedli funkcja f jest ciggla na prostokacie P, to jest na nim catkowalna.

Twierdzenie 5.2 (Fubiniego)

Jesli funkcja f jest calkowalna na prostokacie P = [a1, b1] X [ag, ba], to

bl b2 b2 bl

[ 1@nacay= [ { [s@yay|aa= [ { [ @) ay
P a2 a1

al az

Calke iterowang czesto oznaczamy, przenoszac symbol dx na poczatek, na przyktad:

b1 bo by b b3

/ / bsf(x,y,z)dz dy dx—/dx/dy/f(x7y7z)dz

al as as

Definicja 5.3. Funkcja charakterystyczna zbioru D to funkcja

1, (z,y)eD

Korzystajac z tej definicji, jeli D € R? jest zbiorem zawierajagcym sie w pewnym

prostokacie P, to
//f(x,y) dz dy = //(fxD)(w,y) dz dy.
D P
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Definicja 5.4. Obszar normalny (wzgledem osi OX) to taki zbior
D ={(z,y) eR*: 2 € [a,0],y € [p(w), ¥ ()]},
ze funkcje p, 1 sa ciagte.

Analogicznie mozemy zdefiniowaé obszar normalny wzgledem osi OY.

Twierdzenie 5.5 (zamiana catki powdjnej na catke iterowana dla obszaru normalnego)
Jedli funkcja f jest ciagla oraz

D = {(z,y) € R?: z € [a,b], y € [p(x),¥(2)]}
jest obszarem normalnym wzgledem osi OX tej funkcji, to

b Y(z

g/f(x,y)dxdy:a/dx

Definicja 5.6. Obszar regularny jest skoriczona suma obszaréw normalnych o parami
roztacznych wnetrzach.

)
f(z,y)dy.

o(x)

Przyktad 5.7

Znalezé pole obszaru R ograniczonego krzywa y = 22 i prosta y = = + 2.

Rozwigzanie. Najpierw liczymy punkty przeciecia krzywych: (—1,1),(2,4). Mozemy potrakto-
waé caly obszar R jako normalny wzgledem osi OX otrzymujac

2 242 2 5
y? y* 9
[R]:/dx/dy:/(ernyQ)dx: 4 2y—=| =-.
2 3], 2
S g2 -1
Alternatywnie, mozemy podzieli¢ R na dwa obszary normalne, jak na rysunku.
Yy
(2,4)
Ro
(_17 1) Rl
T
Obszar R; jest normalny wzgledem osi OY:
1 VY 1 4
= [ay [ar=2 [ may—g.
0 -y 0
podobnie jak obszar Rs:
4 VY 4 0y ) 4 u 1
2
(Rl = [y [ao= [(vi-veDay= |2 - Tva| =5 -]
3 2 3 2
1 y—2 1 1
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O

Twierdzenie 5.8 (o zamianie zmiennych w catce wielokrotnej)

Dana jest funkcja f : D — R, ktora jest ciagla na obszarze regularnym D oraz
przeksztalcenie @ : D' — D, gdzie

D (x,y) = (z(u,v), (y(u,v))).

Jedli @ przeksztalca wnetrze obszaru regularnego D’ na wnetrze obszaru regularnego
D wrzajemnie jednoznacznie (jest bijekcja), pochodne czastkowe przeksztalcenia &
sa ciggle na pewnym zbiorze otwartym zawierajacym obszar D’ oraz jakobian prze-
ksztalcenia Jg(u,v) jest niezerowy wewnatrz D', to

[ 1@ dedy = [[ st o). pw) - 170w 0)] dude
D D’

Przyktad 5.9
Obliczy¢ catke

Z/(x—l—y)dxdy

poobszarze D : 2 <2x+y<3,—-1<z—y <1

Rozwigzanie. Mozemy podstawié
_ — ut
{u =2x+vy N {a: = "T:
J— — U—zv
v=1-y y="5=
Teraz obszar jest prostokatem, D' =2 < u < 3,—1 < v < 1. Obliczmy jakobian

—2
J(’LL,U)— ?7

gleye
SRR

9z
v

Wykorzystujac twierdzenie o zamianie zmiennych (5.8) mamy

//(;v—&-y)dxdy://(u;_v—i-u;%) -|J(u7v)|dudv=//2ug_vdudv
D’ D’

D

1 1

e va=t 5o na=t

-1 -1

Przyktad 5.10
Znalezé objetoéé bryly ograniczonej przez paraboloide z = 4 — 22 — y2, brzeg walca (v —

1)2 + 42 = 1 oraz plaszczyzne z = 0 (od dotu).

Rozwigzanie. Bryla ma objeto$é réwna

/]47$27y27

D
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przy D = {(x,y) : (z — 1)? + y? < 1}. Mozemy przejéé do wspédtrzednych biegunowych?:
//4 — 2?2 —y?dedy = //(4 —rHrdrde,
D D
gdzie, skoro 22 +y? — 22 +1<1 =12 <2rcosp = r < 2cosy,
D' ={(r,¢): ¢ €|0,n],7 €[0,2cos¢]}.
Zbiér D’ jest obszarem normalnym, mamy wiec

2cos ¢ ™

//(4r—r3)drdg0:/dgo / 4r—r3dr:/(8005290—4cos4cp)d<p
0 0

D’ 0

5 5 . . s 17 5w
= §gp+§sm<pcosg0—sm<pcos | =—.

§5.2 Catka potrdjna

W tej sekcji zajmiemy sie calkami funkcji trzech zmiennych f : P — R, gdzie P D R3.
Twierdzenia z poprzedniej sekcji mozna uogdlnié¢ na catki potrdjne.

Definicja 5.11. Obszar normalny (wzgledem plaszczyzny OXY') to zbiér
V=A{(z,y,2) : (z,y) € D,z € [O(x,y),¥(x,y)]},

gdzie D jest obszarem regularnym w R2, a funkcje @, ¥ sa ciagle.

Twierdzenie 5.12 (zamiana catki potrdjnej na catke iterowana dla obszaru normalnego)

Jedli funkcja f jest ciaglta oraz

V = {(337:1/72) c (l‘,y) €D,z e [Q(x7y)ay7($>y)]}

jest obszarem normalnym wzgledem ptaszczyzny OXY, to

V(z,y)
// f(z,y,2) dxdydz://dmdy f(z,y,2)dz.
14 D

D(z,y)

Jedli D jest nie tylko obszarem regularnym, ale tez normalnym wzgledem osi OX,

to
b P(x)  P(z,y)

// f(w,y,z)dxdydz:/dx/dy / f(z,y,2)dz.
1

a o(@)  P(zy)

Przyktad 5.13

Obliczy¢ moment bezwladnoéci wzgledem osi OZ jednorodnej brylty o masie M ograniczonej
2
przez elipsoide ‘%2 + % 4 2% = 1 i plaszczyzne z = 0 (od dolu).

2z0bacz dodatek A
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Aby obliczyé¢ objetosé V/

Michat Dobranowski
» _ M
v

Rozwigzanie. Bryla jest jednorodna, wiec ma stala gestosé p =
oraz moment bezwladnosci I, przejdziemy na uogdlnione wspotrzedne sferyczne

T = 2rcos cos ¢

y = 3rcossin p

z=rsiny
Jakobian takiego przejécia bedzie réwny 612 cost), co, znajac jakobian przejscia do wspoélrzed-
nych sferycznych, latwo uzasadnié algebraicznie. W nowym uktadzie wspolrzednych brylta bedzie
prostopadloécianem (r € [0,1],9 € [0, ], ¢ € [0, 27]), wiec

V:///dxdydz:///6r2008wdrdwd<p:
D/
2 1 5 1
6/d<p/dr/r cos¢dw—127r/ r2dr
0
0 0

M
=

=A4r,

p=
Moment bezwladnosci punktu materialnego to iloczyn jego masy i kwadratu odleglosci od osi

obrotu, wiec moment bezwladnosci opisanej bryty to

I= ///p(w2 +y?)dzdydz =
D

M
= — ///(47“2 cos? 1) cos? ¢ + 9r? cos® ¢ sin? ©)6r% cos ¢ dr dyp dp =
D/
M
= 327 ///(4r4 cos® 1 + 5r cos? ¥ sin? ) dr dep dp =
1
o/
[sin 2 cos? :z:] + £ fo coszdz =0 +

2m

us
2

/(7"4 cos® 1) (4 + 5sin? @) dip.
0

2

_ 2
= 3 to

Skoro [? cos® xdx = %

27 1
M M
—/dg@/(r4)(4+5sin2<p)dr = —/(4+5sin250)dg0 =
T om
0 0 0
2m 13
(87 + 57) EM

M
5/sm pdp | = —
5

0
O

Nic nie stoi na przeszkodzie, zebysmy zdefiniowali réwniez niewlasciwe catki wielo-
krotne. Jesli D nie jest zbiorem ograniczonym (lub funkcja f nie jest na nim ograni-
czona), to tworzymy taki nieskoniczony ciag obszaréw regularnych D;, ze D; € D,y oraz

lim;_, 00 D; = D i definiujemy

/;/f(x)dxl---dwn:ilirgo/[;-/f(x)dxl'--dxn
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Przyklad 5.14
Oblicz
2 2 2
I:///e‘I VT 22 g2 4 22dV.

R3

Rozwigzanie. Przejdziemy na wspélrzedne sferyczne:

I= ///e—mz—yz—zz,/xz Ty2 1 22dV = ///e_r27~3 cospdrdy dyp =
D

R3
= lim ///e*ﬁr?’ cos ) dr dy dey,
k—o00
Dy

gdZie Dk = {(7",1[),90) : 1/) € [_gv g]a@ € [0,27‘(],7” € [Oak]} Mamy WiQC

k Bl k
Iy :/dr/d¢/e*T2r3cos¢dg0:27r/dr
0 0 0

™

/ e 1 cos Y d

us
2

2

Stosujac podstawienie u = x* oraz catkowanie przez czeéci mamy

1 -1 1 -1 —u
/e_"’ZJU3 dr = 5/6_“11 du = 76_“11 + 3 /e_“ du = 76_'% — 67,

Iy =27 [—e_Tz (2 + 1)]2 = o (—e‘kQ(kQ T1)+ 1)

wiec

241
I = lim I, = 27 lim (1—“):%.

k—o0 k—o0 6k2

§5.3 Catka krzywoliniowa
§5.3.1 Catka krzywoliniowa nieskierowana

Definicja 5.15. Luk gladki to taka krzywa

K ={(z(t),yt)) : t € [, 8]},

ze funkcje z(t), y(t) sa rézniczkowalne w sposéb ciagly oraz dla kazdego ¢ € [« 8] zacho-
dzi
(@' (1) + (4 (t)* > 0.

Definicja 5.16. Krzywa regularna to krzywa bedaca suma skonczonej liczby tukéw
gtadkich.

Calke funkcji f po tuku gladkim L definiujemy podobnie jak zwykla catke (tworzymy
ciag przedzialéw i badamy granice sumy iloczynéw wartosci funkeji i dhugosci przedziatéw
przy dazacej do zera $rednicy przedzialéw). Jesli krzywa L jest zamknigta (czyli jej
poczatek pokrywa sie z koricem) uzywamy symbolu §.
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Twierdzenie 5.17
Jedli f jest funkcja ciagla, a L jest tukiem gtadkim, to

B8
/ flz,y)di = / f V@2 + ()2 dt.

Jedli tuk nie jest zadany parametrycznie, a jawnie, to wzor z powyzszego twierdzenie
ma postaé

/fxydz /fa:y VIt (y(2)2 da.

Podobnie definiuje sie tuk gladki w R3; mozna réwniez wyprowadzi¢ wzory dla calek
krzywoliniowych funkcji trzech zmiennych.

§5.3.2 Catka krzywoliniowa skierowana

Jedli krzywa L jest tukiem gltadkim, to mozemy zdefiniowaé pole wektorowe F:L— R2,
gdzie
F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)).

Wtedy calke krzywoliniowq skierowang oznaczamy

/ﬁodf’—/P(x,y)dx—i—@(m,y)dy.

L L

Zachodzi réwniez (dosy¢ latwa do uzasadnienia) réwnosé:

Twierdzenie 5.18

Jedli F = (P, Q) jest polem wektorowym, w ktérym funkcje P, Q sa ciagle, a L jest
tukiem gtadkim, to

8
/P(w, y)dz + Q(z,y) dy = / (P(x(t),y(t)) - 2'(t) + Q(=(t), y (1)) - ¥/ (1)) dt.

L «

Znoéw, analogiczne wzory istnieja dla catek krzywoliniowych skierowanych dla funkcji
trzech zmiennych.

Moéwimy, ze zadana parametrycznie krzywa regularna K ma orientacje przeciwng do
krzywej — K, jesli obrazy ich parametryzacji sa réwne (to znaczy, ze krzywe nieskierowane
sa identyczne), ale zmieniajac parametr ¢ w dwéch danych réwnaniach ,poruszamy sie”
W przeciwne strony.

Fakt 5.19. Zachodzi réwnosé
/ Pdzx+Qdy = —/de—i—Qdy.
—-K K

Definicja 5.20. Krzywa Jordana to zamknicta krzywa, ktorej parametryzacja jest roz-
nowarto$ciowa (to znaczy, ze nie ma punktéw wielokrotnych) z wyjatkiem punktu po-
czatkowego / koncowego.
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Definicja 5.21. Obszar jednospéjny D to taki obszar, ze wnetrze kazdej krzywej Jor-
dana zawartej w D zawiera sie w D.

Brzeg ograniczonego obszaru jednospdjnego D oznaczamy przez dD. Mowimy, ze jest
on zorientowany dodatnio, jesli poruszajac sie po tym brzegu zgodnie z wybrana orien-
tacja (to znaczy przy rosnacym parametrze t) obszar D znajduje sie po lewej stronie.

Twierdzenie 5.22 (Greena)

Niech D bedzie ograniczonym obszarem jednospéjnym, a F = (P, Q) polem wekto-
rowym, gdzie funkcje P, Q) sa rézniczkowalne w sposéb ciagly wewnatrz obszaru D,
a 0D jest zorientowany dodatnio. Zachodzi réwnosé

Of P(e,y) dz + Q(a, ) dy = g/ (gff@,y) - 881;(93,@0) derdy,

Przyktad 5.23
Oblicz
%xf dz 4 22%y dy,
©
gdzie C' to dodatnio zorientowany brzeg tréjkata o wierzcholkach (0,0),(2,2) i (2,4).

Rozwigzanie. Oczywiscie mogliby$my rozpisaé trzy calki (dla kazdego boku), ale latwiej bedzie
skorzystaé z twierdzenia Greena (5.22):

0 0
_ 2 2 _ 2.\ 2 _
I—ygxy dx + 2z ydy—//ax@x Y) ay(:cy )dz dy
c D

= //4xy—2xydxdy://2xydazdy,
D D

gdzie D jest zadanym tréjkatem, wiec D = {(z,y) : € [0,2],y € [z, 2z]}.
Y,
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Przyklad 5.24

Oblicz
¢3x2y2 dx + 222 (1 + zy) dy,
@]

gdzie C jest dodatnio zorientowanym okregiem o $rednicy a i érodku w punkcie (§,0).

Rozwigzanie. Na mocy twierdzenie Greena (5.22) mamy

I= ¢3x2y2dx+2x (1+xy)dy = // (222 4 223y) — (,fy(?)nyz)dxdy:

C
://4z+6x2y—6m2ydzdy://4xdmdy,
D

D

gdzie D jest zadanym kolem. Mozemy przejs¢ z réwnaniem okregu na wspolrzedne biegunowe

otrzymujac
(e-5) +v=(3)
x— = ==
2) TV T3
2 2
T20052¢—arcos<p+%+r251n2cp:az
r? = arcos g
7 = acos g,
wiee D' = {(r,¢): p € [-5,5],r €[0,acos¢]}. Ergo

a cos ¢

—4//xdxdy—4//r coscpdrdcp—él/dnp / r? cos pdr =

5 x 5
4a3 1 2 3
/a3cos4<pd<p:% [4sin<pcos?’4 +Z/0052<pd<p =

Przyktad 5.25
Oblicz
J@rypde—@-y2ay,

C

gdzie C to zorientowany ujemnie tuk sinusoidy y = sinz, z € [0, 7).

Rozwigzanie. Niech P(z,y) = (v +y)?,Q(x,y) = —(z — y)?. Mozemy oczywiécie skorzystaé
bezposrednio z twierdzenia 5.18:

™

I= /(z +9)%dx — (z —y)?dy = /(x +sinz)? — (z — sinz)?(cos ) dz,
c 0
jednak nie bedzie to najprostsze rachunkowo. Zamiast tego, mozemy wzia¢ odcinek L : y = 0,z €
[0, 7] i stwierdzié, ze

yﬁ P(z,y)dz + Q(x,y) dy — / P(x,y)dz + Q(x,y) dy.

CU(-1L) L
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-

Stosujac twierdzenie Greena (5.22) i fakt 5.19 mamy

sin x

I:—O/Tdm 0/ (gfu,m-gf(x,y)) dy+L/P<x7y>dx+cz<x,y>dy:

sin x

—/dx / —(2x—2y)—(2x—|—2y)dy—|—/x2~1+(—m2)-0da:=
0 0

0

sinx by ™

3
:/dw / 4xdy+/x2dx:/4xsinxdx+%:
0 0 0 0
x m 3 3
24({—$COS$} +/ cosxdx>+ﬂ:47r—|—7r.
0 0 3 3

Uwaga 5.26. Zazwyczaj catek krzywoliniowych skierowanych nie liczy si¢ najprzyjemniej

(Czytelnik raczy sprawdzi¢ chociazby ostatnie dwa przyklady), dlatego wolimy przej$é na

calke podwdjna, stosujac twierdzenie Greena (5.22). Jednak zdarzaja sie réwniez sytuacje,

w ktorych to przejscie z caltki podwdjnej na krzywoliniows, jest dobrym rozwiazaniem.
Wezmy konkretny problem: chcemy znalezé pole pod tukiem cykloidy

z(t) =t —sint, y(t)=1-— cost.

Mozemy oczywiscie skorzystaé ze wzoru na pole pod wykresem funkcji zadanej parametrycz-
nie, ale zakladamy, ze go nie znamy. Wezmy pole wektorowe F' : F(x,y) = (—y,0). Latwo
sprawdzi¢, ze % — %—I; =041 = 1. Mozemy wiec uzy¢ twierdzenia Greena w przeciwna

strone niz zazwyczaj:

2m 2m
//1dxdy = —%—ydx = —/—(1 —cost)(1 — cost)dt = /(1 — cost)?dt = 3ma®.
D oD 0 0

Aby policzyé pole figury, czesto mozemy skorzystaé z pdl wektorowych (0,z), (—y,0),

(_Ty, %) Rotacja (czyli réznica, ktora liczyliSmy) kazdego z nich jest réwna 1, wiec idealnie
nadaja sie do tego celu. Uzywajac tego ostatniego pola wektorowego, tatwo pokazaé, ze

1
pole R = 3 yﬁ —ydz + 2 dy, (3)
OR

gdzie R to dodatnio zorientowany brzeg ograniczonego obszaru jednospdjnego R.

Definicja 5.27. Pole potencjalne F= (P, Q) w obszarze D to takie pole wektorowe, ze
istnieje funkcja rézniczkowalna v : D — R, ze

czyli P, @ sa jej pochodnymi czastkowymi. Funkcje u nazywamy potencjatem pola po-
tencjalnego F'.
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Twierdzenie 5.28 (warunek konieczny i wystarczajacy na potencjalnos¢ pola)

Niech F = (P, Q) bedzie polem wektorowym, a funkcje P,Q sa rézniczkowalne w
sposob ciagly na obszarze jednospdjnym D. Pole F' jest potencjalne wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego punktu (z,y) € D zachodzi

OP
%(ﬂ%y) = Fy(x,y)-

Whiosek 5.29

Calka krzywoliniowa skierowana po dowolnej krzywej regularnej zamknietej zawartej
w obszarze D, na ktérym pole wektorowe jest potencjalne, jest réwna 0.

Mozemy sformulowaé réwniez ogdlniejsze twierdzenie:

Twierdzenie 5.30 (o niezaleznosci catki krzywoliniowej od ksztattu krzywej w polu
potencjalnym)

Calka krzywoliniowa skierowana w polu potencjalnym nie zalezy od ksztaltu krzywej
regularnej K C D, a jedynie od jej poczatku A i konca B. Ponadto zachodzi réwnosé

B

/ P(z,y) dz + Q(z, y) dy = u(B) — u(4),

A

gdzie u jest potencjatem pola potencjalnego w D.

Przyklad 5.31
Oblicz caltke krzywoliniowa skierowana pola wektorowego F = (%erz, zfifyz) po okregu

2?2 + 32 = 1 skierowanym dodatnio.

Rozwigzanie. Niech P(z,y) = =15, Q(z,y) = =7z
ciagly na pewnym zbiorze D, jednak (0,0) ¢ D, wiec nie jest to obszar jednospdjny. Nie mozemy
wiec uzy¢ warunku wystarczajacego na potencjalno$¢ pola (5.28) i tym samym powiedzieé, ze
catka wynosi zero.

Zamiast tego wykorzystamy przejscie na wspolrzedne biegunowe:

. Funkcje te sg rézniczkowalne w sposéb

27
yﬁp(x,y) dz + Q(z,y) dy = / <Slilt(—sintdt) + _COSt(Costdt)> _
K 0
27 2
=/(—Sin2t+—0082t) dt:/—ldt: —2.
0 0
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Przyklad 5.32

Oblicz
/2x3y4 + zdz + 22ty + y dy,
C

gdzie C jest fragmentem paraboli y(z) = x? + 3z — 4,2 € [-3,2].

Rozwigzanie. Niech F= (P,Q), gdzie P(z,y) = 22%y* + z,Q(x,y) = 22*y> + y, bedzie polem
wektorowym. Mozemy sprawdzi¢, ze pochodne czastkowe P, () istniejg i sg ciagle na R? oraz

9Q

— 23,3
o (z,y) = 8x7y
P

%y (z,y) = 8z°y°

sg réwne, wiec pole F jest potencjalne. Na mocy twierdzenia 5.30

[ Pay)de s Qundy = [ Ply)ds+ Qv dy,
c AB
gdzie A i B to poczatek i koniec krzywej C,
A= (-3,-4), B = (2,6).

oglibysmy teraz policzy¢ catke po odcinku, ale zamiast tego mozemy znalez¢ potencjal u pola
F:

u:/P(x,y) da = /Q(x,y) dy.

Skupmy si¢ na funkcji @:

. 1 1
U= /Q(x,y) dy = /2:v4y‘3 +ydy = §:E4y4 + §y2 + C(x).

Musimy teraz jeszcze znalezé stala (w stosunku do y) C(x). Aby to zrobié¢, mozemy policzyé
calke [ P(xz,t)dx, ale w ogélnosci latwiejsza operacja bedzie rézniczkowanie:

o w9) = Pla.y)
=C(x)=2=C(z)= %IQ +c.
Mamy
u(z,y) = % (z'y* + > +2%) + ¢,
wiec

/ 223y* + xde + 2%y + ydy = u(B) — u(A) = 15.
AB

§A Uktady wspétrzednych
Wspotrzedne biegunowe

T =TCoS
y =rsiny

Jakobian przejécia to

d(z,y) % 96 cosy —rsing 2 2
det = a; 95 = =17rcos” p+rsin“ o =r.
a(r,p) > b sing  rcosy
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Wspotrzedne walcowe

z
A
Z |~
»(re,2)
|
/
J— |
T =1TCOosp S
. / |
y =rsing S
/
z=2z |
|
SO |
r Y

Jakobian przejécia to

o & & cosp —rsingp 0
ar Jp 0z —Ts
d 8(m,y,z) __ oy 85 Oy | _ | = 2 inZp=
et =1L = ¥ 9 92| = |sing TCosy 0l =rcos”p+rsin“p=r.
or,p,2) |57 o2 o 0 0 1
ar Oy Oz

Wspétrzedne sferyczne

(ry 1, )

T = TCoS1cosp

Yy = rcosysing

z =rsiny

x
Jakobian przejscia to
Oz Oz Ox . :
(v, 2) or oY Oy coscosp —rsinycosy —rcosysing
det S0 Y2 10y Oy D) _ oo Psing —rsinsin 7 cO8 1) COS
A(r 0, ) or Oy Oy _ P 12 2
T 9z (% (,% sin ¢ T COS 1 0

=1r%cos (— sin? 1 cos? ¢ — cos? ¥ sin? ¢ — sin? ¢ sin? ¢ — cos? 1 cos? go)
=12 cosy (— sin? 1) — cos? w)

= —r?cosp.

§B Wzory fizyczne

Zakladamy, ze p jest funkcja gestosci D — R4 lub V' — R, gdzie D jest obszarem
regularnym w R?, a V w R3.
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Catki podwdéjne

Masa obszaru D

M = /p(ﬂfyy) dz dy
D

Moment statyczny obszaru D wzgledem osi OX

Mox = //yp(%y) dx dy
D

Moment statyczny obszaru D wzgledem osi OY
Moy = //:vp(fﬂ,y) dz dy
D

Srodek ciezkosci obszaru D

Moy Mox
To = —F) Yo = M

Moment bezwfadnosci obszaru D wzgledem $rodka ukfadu wspoétrzednych

My = [+ () dedy
D

Catki potrgjne
Masa bryty V

M= ///p(:r, y,z)dz dy dz
Vv

Momenty statyczne bryty V wzgledem ptaszczyzn

MOXY :///zp(x,y,z)dxdydz
14

Moxz Z///yp(%y,z) drdydz
\%

MOYZ:/ﬂmp(xvyvz)dxdde
\%

Srodek ciezkosci bryty V

_ Moyz _ Moxz ; Moxy

Zo M Yo = M ’ 0= M

Moment bezwtadnosci bryty V' wzgledem osi OZ

Mp = ///(x2 +y*)p(x,y, 2) dr dy dz
V

20
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