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§1 Liczy zespolone

Definicja 1.1. Liczba zespolona z to uporzadkowana para liczb rzeczywistych. Pierw-
szy element tej pary to czes¢ rzeczywista, oznaczana symbolem Re(z), a drugi to czesé
urojona, oznaczana symbolem Im(z). Zbiér liczb zespolonych oznaczamy przez C.

Liczby zespolone mozna reprezentowaé w kilku postaciach, jedna z nich to postad
algebraiczna. Uzywajac jej, liczba z = (z,y) jest zapisywana jako

z =+ 1y,
gdzie i nazgywamy jednostkq urojong, ktéra spelnia
i =—1.
Niech z1 = x1 + iy1 oraz zo = w9 + iys. Okreslamy:
o dodawanie 21 + 29 = 21 + 22 +i(y1 + y2),

e mnozenie 2129 = 12 + 1T1Y2 + 1T2y1 + i2y1y2

= z122 — Y1y2 + i(x1y2 + T2y1)-

Whiosek 1.2

Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jest przemienne i laczne. Mnozenie jest
rozdzielne wzgledem dodawania.

Definicja 1.3. Sprzezenie liczby zespolonej z = z + iy to liczba Z = z — iy.
Definicja 1.4. Modut liczby zespolonej z = x + iy to liczba |z| = \/m
Zachodzi pewna wtasno$¢, wynikajaca ze wzoru skréconego mnozenia:
27 = (z +iy)(z — iy) = 22 — i*y? = 22 + o>
7 = |2f? (1)

Powyzsza liczba jest liczba rzeczywista, wiec znalezliSmy prosty sposéb na dzielenie
liczb zespolonych przez siebie, mnozac licznik i mianownik przez sprzezenie mianownika.
Na przyktad:

1+2i  (I+2i)(-1+4) —-3—-i -3

—1—i (=1—=9)(=1+1) 2 2

N | .

Lemat 1.5
Oproécz 2z = |2|?, zachodza réwniez réwnosci:
|2l = 7]

e 1 t2z=211+22

o |2122] = |21]|22]

Ich dowody mozna w tatwy sposodb przeprowadzi¢ z definicji poszczegdlnych dzialan.
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§1.1 Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Liczby zespolone mozna interpretowaé jako punkty na plaszczyznie zespolonej. Dla przy-
ktadu liczba z = 3 4 2i.

Im 4

Fakt 1.6. Modut liczby zespolonej z to dlugosé¢ wektora wodzacego tej liczby na ptasz-
czyznie zespolonej.

Dowdd. Wynika to z twierdzenia Pitagorasa oraz definicji modutu (1.4). O

Mozemy wyprowadzi¢ postac trygonometryczng liczby zespolonej, ktéra bedzie opero-
waé na dhugosci wektora wodzacego oraz kacie skierowanym. Mamy wiec

z = |z|(cos p + isinp)

gdzie ¢ to miara kata skierowanego miedzy wektorem wodzacym liczby zespolonej z
a osia liczb rzeczywistych. Ten kat nazywany jest argumentem i oznaczany przez Arg(z).
Argument nie jest okreslony jednoznacznie — dowolne dwa argumenty jednej liczby réznia
sie o wielokrotnos$¢ 2. Jesli argument jest w przedziale [0, 27), to méwimy, ze jest to
arqument glowny liczby z i oznaczamy arg(z).

Za pomocg podstawowej trygonometrii mozemy tatwo zamieniaé¢ postaé algebraiczng
i trygonometryczng miedzy soba.

Im 4
NE:
s !
0% £
- =]
R 5
0 | .
————— z\cosgo‘————- Re
Rez = |z|cos o, Imz = |z|singp (2)

Na potrzeby dalszych rozwazan przyjmujemy, ze arg(0) = 0.

Fakt 1.7. Odleglo$¢ miedzy liczbami z; i 23 na plaszczyznie zespolonej wynosi |21 — z2].
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Lemat 1.8

Zachodzg nastepujace nieréwnosci:
o |21+ 22| < 21| + |22

o |lz1] = 22| < |21 — 22|

Mozemy tatwo mnozy¢ dwie liczby zespolone w postaci trygonometrycznej przez siebie
Za Pomocy ponizszego wzoru.
21 - 22 = |z1|(cos 1 + isin p1)|z2|(cos w2 + i sin @)
= |z1||z2|(cos p1 cos w2 — sin 1 sin w9 + i(cos p1 sin g + sin g1 cos p2))  (3)
= |z1][22|(cos(ip1 + ¢2) + isin(p1 + p2))

Stosujac wzér 3 n razy otrzymujemy dowod nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.9 (wzér de Moivre'a)

Dla z = |z|(cos ¢ + isin ) oraz n € Z zachodzi réwnosé

2" = |z|"(cos nyp + isinny)

Wzér de Moivre’a zapewnia prosty sposéb na potegowanie liczb zespolonych. Dlatego,

(—2v/3 — 24)16

najlatwiej bedzie zmieni¢ postaé liczby do postaci trygonometrycznej, a nastepnie sko-
rzystaé¢ ze wzoru de Moivre’a.

majac za zadanie obliczy¢

Definicja 1.10 (pierwiastek liczby zespolonej). Jesli z jest liczbg zespolona, to {/z jest
zbiorem wszystkich takich w € C, ze w™ = z.

Korzystajac ze wzoru de Moivre’a (twierdzenie 1.9), latwo wyprowadzi¢ wzor

2 2
V2= /7] <cos(p—i_nk7r—i—isin('0—|;ﬂblmr),k62 (4)

Fakt 1.11. Pierwiastkow n-tego stopnia z z # 0 jest dokladnie n i lezg one w réwnych
odstepach na okregu o $§rodku w 0 i promieniu {/|z|.

Dowdéd. Dla k € {0,1,...,n — 1} liczba z réwnosci 4 bedzie przyjmowaé rézne wartosci
(wynika to z okresowosci funkeji trygonometrycznych). Liczby te beda na wspomnianym
okregu (to wynika wprost z postaci trygonometrycznej), a ich argumenty gtéwne réznié
bedzie wielokrotnosc¢ %’r O

§1.2 Posta¢ wyktfadnicza

Postaé¢ z = |z|e'? liczby zespolonej bedziemy nazywaé postaciq wykladniczq tej liczby.

Twierdzenie 1.12 (wzér Eulera)
Dla kazdego ¢ € R zachodzi

€'Y = cos p + isin .




Michat Dobranowski Algebra

Dowdd. Standardowo dowodzi si¢ wzoru Eulera za pomoca szeregéw Taylora. Pokazemy
inny, mniej oczywisty, ale bardziej elementarny dowod.
Niech f(p) = e~ (cos ¢ + isin ). Zrézniczkujmy:

f'(@) = —ie™™ (cos @ 4 isin @) + e~ (—sinp + icosp) =
— e W (—icos @ +icosp +sing —sing) = 0.

7 tego wynika, ze funkcja f jest stata, wiec

cL e = cosp +ising.

§2 Relacje

Definicja 2.1. Relacja to trojka R = (X,grR,Y), gdzie X 1 Y sa zbiorami, a gr'R C
X xY.

Zbiér X nazywamy naddziedzing, Y zapasem, gr’R to wykres relacji. Piszemy, ze xRy,
jesli (z,y) € gr R. Dziedzina relacji R to zbidr

Dr={re X :qyeY : 2Ry},
a jej przeciwdziedzina to zbidr
dr ={yeY :3x € X : 2Ry}.

Definicja 2.2. Relacja odwrotna do relacji R = (X,grR,Y) to taka relacja R~! =
(Y,gr R, X), 70
g R ={(y,2) €Y x X : (2,9) € gr R}.

Definicja 2.3. Zlozenie relacji R = (X,grR,Y) z relacja S = (Y, gr S, Z) to relacja
SoR = (X, m(SoR), 2),

gdzie
gr(SoR)={(z,2) e X X Z:FyeY : 2Ry ANySz}.

Definicja 2.4 (rodzaje relacji). Relacja R = (X,grR, X) jest:
e zwrotna < Vr € X : 2Rz,
o symelryczna < Vr,y € X : 2Ry = yRux,
o antysymetryczna < Vr,y € X : 2Ry AyRax = = =y,
o asymetryczna < Vz,y € X : Ry = —yRz,
e przechodnia < Vr,y,z € X : TRy NyRz = 2Rz,
e spojna = Vr,y € X : xRy VyRz Vx =1y.

Definicja 2.5. Relacja réwnowaznosci to relacja R = (X, gr R, X), ktéra jest zwrotna,
przechodnia i symetryczna.
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Definicja 2.6. Jezeli (X, R) zbiorem z relacja réwnowaznosci, to dla kazdego x € X
klasa abstrakcji (klasa réwnowaznosci) tego elementu nazywamy zbior

[z] ={y € X : 2Ry}.

Definicja 2.7. Zbior ilorazowy relacji R to zbiér klas abstrakcji tej relacji; przyjmujemy
oznaczenie

X/R =A{lz] 1z € X}.

Twierdzenie 2.8

Niech (X, R) bedzie zbiorem z relacja réwnowaznosci. Wtedy

Vo,y € X :[z] # [y] & [z] N[yl = 0.

Dowdd wystarczalnodci. Zatézmy przez sprzecznosé, ze [z] N [y] # 0, a wiec 3z € X
Rz N yRz. Teraz wezmy dowolny element a € [z]. Mamy wiec zRa. Korzystajac z
symetrycznodci i przechodniosci relacji R, mamy

aRx N xRz N 2Ry,

. yRa.
Z tego wynika, ze [z] C [y]. Analogicznie (przyjmujac na poczatku a € [y]) dostaniemy,
ze [y| C [z], wiec [x] = [y], co jest sprzeczne z zalozeniem.
Dowdd koniecznosci. Zalézmy przez sprzecznosé, ze [z] = [y]. Wtedy [z]N[y] = [z]N[x] =
[] nie moze by¢ zbiorem pustym, poniewaz ze zwrotnosci relacji R wynika, ze xRz, wigc
[x] to zbiér przynajmniej jednoelementowy. O

7 powyzszego twierdzenie wynika, ze relacja rownowaznosci w danym zbiorze X dzieli
ten zbiér na niepuste i roztaczne podzbiory, ktérych suma daje caty zbiér X.
§2.1 Porzadki

Definicja 2.9. Porzadek (czesciowy) to relacja R = (X,grR, X), ktéra jest zwrotna,
przechodnia i antysymetryczna. Zbiér X nazywamy zbiorem (czesciowo) uporzadkowa-
nym.

Definicja 2.10. Porzadek liniowy (totalny) to porzadek, ktéry jest spojny.

Niech (X, =) bedzie zbiorem z porzadkiem czeSciowym. Wtedy element najwickszy
M € X zbioru X to taki element, ze

Vee X:x =M,
a element maksymalny Mpax € X to taki element, ze
Ve € X 1 (Mpax = ) = (Mpax = ).
Analogicznie definiujemy element najmniejszy m € X:
Vee X m=<=z
oraz element minimalny muyiy € X:

Ve e X 1 2 =< Myin = (£ = Myin)
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Twierdzenie 2.11

Niech (X, <) bedzie zbiorem z porzadkiem czesciowym. Jesli w zbiorze X istnieje
element najwiekszy, to jest on jedyny.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, ze istnieja dwa elementy najwieksze My, Ms. Z definicji
zachodzi

My <X Mo
oraz
M2 j M17
co jest sprzeczne z antysymetrycznoscig porzadkow. O

Twierdzenie 2.12

Niech (X, <) bedzie zbiorem z porzadkiem czeSciowym. Jesli M € X jest elementem
najwiekszym zbioru X, to jest on jedynym elementem maksymalnym tego zbioru.

Dowdd. Skoro M jest elementem najwiekszym, to poprzednik implikacji w definicji ele-
mentu maksymalnego bedzie prawdziwy tylko dla x = M, wiec sama implikacja zawsze
bedzie prawdziwa. O

Oczywiscie dwa powyzsze twierdzenia sa prawdziwe rowniez odpowiednio dla elemen-
téw najmniejszych/minimalnych.

Fakt 2.13. W zbiorach z porzadkiem totalnym pojecia elementu najwiekszego i maksy-
malnego oraz najmniejszego i minimalnego sa tozsame ze soba. Wynika to ze spdjnosci
porzadkéw totalnych.

Niech (X, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym, a zbiér A C X jego podzbiorem. Ele-
ment M € X jest majorante (ograniczeniem gérnym) zbioru A jesli

VeeA:z =< M.

Kresem gornym (supremum) zbioru A (w zbiorze X) jest element najmniejszy zbioru
majorant. Oznaczamy go symbolem
sup A.

Analogicznie definiujemy minorante (ograniczenie dolne) m € X zbioru A C X:
Vee A:m=<x

oraz kres dolny (infimum) tego zbioru (jest nim element najwiekszy zbioru minorant),
ktory oznaczamy symbolem
inf A.

Twierdzenie 2.14

Niech (X, =) bedzie zbiorem z porzadkiem czesciowym oraz A C X. Jesli A ma
element najwiekszy, to jest on réwniez supremum tego zbioru.
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Dowdd. 7 definicji majoranty wynika, ze element najwiekszy zbioru A jest réwniez jego
majoranta. Kazda majoranta M € X zbioru A oczywiscie jest ,wieksza” niz dowolny
element zbioru A (w tym réwniez jego element najwiekszy M), to znaczy

VM : M < M,
z czego wynika, ze M jest elementem najmniejszym zbioru majorant zbioru A, a wiec
supremum tego zbioru. O
Whiosek 2.15

Jedli zbiér czeSciowo uporzadkowany X ma supremum, ktére nie nalezy do tego
zbioru, to zbiér X nie ma elementu najwiekszego.

Dowdd. Poniewaz dowolny zbiér (na mocy twierdzenia 2.11) ma co najwyzej jedno su-
premum, to gdyby zbiér X miat element najwiekszy, to na mocy twierdzenia 2.14 byloby
ono réwniez supremum, ktore nalezy do zbioru X. O

Oczywiscie dwa poprzednia twierdzenia sa réwniez prawdziwe odpowiednio dla ele-
mentéw najmniejszych /infiméw.

Przyklad 2.16

WeZmy zbiér liniowo uporzadkowany (R, <) oraz jego podzbiér A = [0,1) C R. Zbiér
majorant zbioru A to przedzial [1,00), a jego najmniejszy element (a zarazem supremum
zbioru A) to liczba 1. Mamy wiec

supA=1.

Liczba 1 nie nalezy jednak do zbioru A, wiec, na mocy wniosku 2.15, element najwiekszy
(a z faktu 2.13 réwniez maksymalny) nie istnieje.

Przyklad 2.17

WeZmy zbidr czedciowo uporzadkowany (C, <), gdzie zdefiniujemy
2y Rer < ReyAlmz <Imy

oraz podzbior A C C taki, ze
A={z:|z| <1}

Znajdz zbiér majorant i elementéw maksymalnych. Stwierdz, czy istnieje supremum i
element najwiekszy.

Rozwigzanie. Na rysunku zaznaczono zbiér A (M), zbiér majorant M zbioru A (M), supremum
zbioru A (M) oraz zbidr elementéw maksymalnych (M). Na mocy wniosku 2.15 element najwiekszy
nie istnieje.

Im,
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O

Definicja 2.18. Lancuch to taki podzbiér C' C X, ze (X, <) jest zbiorem z porzadkiem
czedciowym, a (C, <) jest zbiorem z porzadkiem liniowym.

Definicja 2.19. Silny porzadek to relacja, ktora jest przechodnia i asymetryczna. Silnie
uporzadkowany zbiér X oznaczamy przez (X, <).

§3 Struktury algebraiczne

Dziataniem (wewnetrznym) w zbiorze A nazwiemy kazde odwzorowanie h takie, ze
h:Ax A— A
Dzialaniem zewnetrznym w zbiorze A jest odwzorowanie

h:FxA— A

Jedli zamiast h wezmiemy jaki$ symbol, na przyklad o, to, zamiast h(a,b) bedziemy
pisa¢ a o b.

Definicja 3.1 (rodzaje dzialann). W zbiorze z dzialaniem (A, o) dzialanie o jest:
o lgczne & Vx,y,z€ A: (xoy)oz=uzo(yoz),
e przemienne < Vr,y,€ A:xoy=youx.
Jedli dla pewnego elementu e € A zachodzi
Vee A:xoe=cox =ux,
to e jest elementem neutralnym.
Fakt 3.2. Jezeli w zbiorze A z dzialaniem o istnieje element neutralny, to jest on jedyny.
Dowdd. Jedli mielibySmy dwa elementy neutralne e, es to mamy
€106y =€ = €.

O

Jezeli istnieje element neutralny e € A dzialania o, to elementem symetrycznym do
x € A jest taki element 2’ € A, ze

/ /
roxr —me=x Oo.

Lemat 3.3

Jedli dzialanie o jest laczne w zbiorze A i istnieje element neutralny e € A, to
jesli dany element = € A ma element symetryczny, to jest on jedyny oraz zachodzi
(') = x.

Dowdd. Jedli mieliby$my dwa elementy symetryczne 2, 24, to mamy
ri=x2loce=a)o(zoxh) = (z)ox)on)=cox)=ua.

Ponadto z definicji elementu symetrycznego mamy

Poxr=e
oraz
/ N/
z'o(z') =e,
a wiec x jest elementem symetrycznym z’, ergo (2') = . O
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§3.1 Grupy

Definicja 3.4. Grupa to para (A, o), gdzie A jest zbiorem, a dzialanie o jest:
1. wewnetrzne,
2. laczne,
3. ma element neutralny,
4. a kazdy element x € A ma element symetryczny.

Definicja 3.5. Grupa abelowa (przemienna) to grupa, w ktérej dzialanie o jest prze-
mienne.

Przyktad 3.6
Przyktady grup:

1. (Z,+) — grupa abelowa,

2. (Zy,,+n) — grupa abelowa?®,
3. (Q4,-) — grupa abelowa,
4

. grupa nieabelowa jest grupa obrotéw danego obiektu o 90° wzgledem dowolnej z
trzech osi.

“Symbol Z,, oznacza zbiér {0,1,...,n — 1}, a +, operacje dodawania modulo n.

Twierdzenie 3.7
(Zn \ {0}, ) jest grupa wtedy i tylko wtedy, gdy n > 2 jest liczba pierwsza.

Latwo sprawdzié, ze mnozenie modulo n w zbiorze Z, \ {0} jest wewnetrzne i laczne.
Ma réwniez element neutralny 1. Bedziemy wiec dowodzi¢ jedynie istnienia elementu
symetrycznego dla kazdego elementu.

Dowdd wystarczalnosci. Zalézmy przeciwnie, ze istnieje k € Z, \ {0,1} takie, ze k | n.
Skoro (Zy, \ {0}, ) jest grupa, to k ma element symetryczny k~!. Zachodzi wiec

kk7' =1 (mod n),

czyli inaczej
ImEeZ:kk™t —1=mn.

Co jednak prowadzi do sprzecznosci, poniewaz
kk™' —1#mn (mod k)

—1#0 (mod k).

Dowdd dostatecznosci. Skoro n jest liczba pierwsza, to z matego twierdzenia Fermata
mamy

=l —q

a (mod n)

dla kazdego a € Z, \ {0}. Z tego wynika, ze dla dowolnego elementu a jego elementem
symetrycznym bedzie a2, ]

10
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§3.2 Pierscienie i ciata

Definicja 3.8. Piericieni to trojka (P, o,*), gdzie P jest zbiorem, o, * to dzialania we-
wnetrzne oraz

1. (P, 0) jest grupa abelowa

2. dziatanie * jest laczne

3. dzialanie * jest rozdzielne wzgledem o, czyli

v%y’ZEP:(moy)*zz(m*z)o(y*z),
xx(yoz)=(rxy)o(rx*z).

Definicja 3.9. Pierécienn przemienny to pierscien (P,o,x), w ktérym x jest dzialaniem
przemiennym®.

Pierwsze dzialanie w pierScieniu nazywamy dzialaniem addytywnym i oznaczamy sym-
bolem +. Element neutralny tego dzialania nazywamy zerem (0), a element symetryczny
do elementu x nazywamy elementem przeciwnym i oznaczamy —z.

Drugie dziatanie nazywamy dziataniem multiplikatywnym i oznaczamy przez -. Jesli
w P dodatkowo istnieje element neutralny tego dzialania, to ten element nazywamy
jedynka (1), a pierscien nazywamy pierscieniem z jedynkq. Element symetryczny do
elementu  nazywamy elementem odwrotnym i oznaczamy x~!.

Definicja 3.10. Dzielnikiem zera jest taki element pierScienia a # 0, ze istnieje nieze-
rowy element b, dla ktérego zachodzi a - b = 0.

Definicja 3.11. Pierscien calkowity to pierScien przemienny z jedynka, w ktérym nie
ma dzielnikéw zera.

Lemat 3.12

W pierscieniach catkowitych zachodzi wlasno$é skracania, to znaczy, ze dla elemen-
tow pierécienia a, b, ¢ przy ¢ # 0 zachodzi

ac=bc=a=0"0.

Dowdd. Jesli ac = be, to ac — bc = 0. Z rozdzielnosci dostajemy
(a —b)c=0.

W pierscieniu catkowitym nie ma jednak dzielnikow zera, wiec a — b = 0, co dowodzi
tezy. O

Definicja 3.13. Cialo to pierscien z jedynka, w ktérym dla kazdego elementu x # 0

istnieje element odwrotny z .

Ciatem przemiennym bedzie takie cialo, w ktérym dziatanie multiplikatywne - jest

przemienne?.

Mozna zauwazy¢, ze struktura (K, +,-) jest cialem (przemiennym), jezeli:

"Wtedy tez rozdzielnoéé prawo- i lewostronna staja sie tozsame.

*Wickszoéé autoréw juz w definicji ciata wymaga przemiennoéci (wtedy ciato nazywamy pierécieniem
z dzieleniem). Przyjelo sie tak zwlaszcza w literaturze angielskiej (cialo przemienne to field, a ciato
to division ring lub skew field) i niemieckiej (odpowiednio Kdrper i Schiefkorper). Odwrotnie — czyli
zgodnie z nasza konwencja — jest w literaturze francuskiej (odpowiednio corps commutatif 1 corps)
oraz rosyjskiej (nose [pole] i meso [tielo]).

11
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1. (K,+) jest grupa abelowa,

2. (K \ {0},-) jest grupa (przemienna),
3. zachodzi warunek rozdzielnosci - wzgledem +.

Lemat 3.14

Dla kazdego elementu ciata a zachodzi a - 0 = 0.

Dowad.

a-0=a-(0+0)
a-0=a-04+a-0
a-0+—-a-0=a-0+a-0+—a-0
0=a-0+0
0=a-0

Twierdzenie 3.15

Kazde cialo przemienne jest pierscieniem calkowitym.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, ze istnieja dzielniki zera, czyli takie dwa elementy ciala
x,y, ze x,y # 0 oraz x - y = 0. Mamy

z-y=20
:B_l-:n-y:x_l-ﬂ
Yy = '1"_1 : 07
co, na mocy lematu 3.14, jest sprzecznoécia z zalozeniem. O

Twierdzenie 3.16

Kazdy skorniczony pierscien catkowity jest cialem przemiennym.

Dowdéd. Zaldézmy przeciwnie, ze istnieje element pierdcienia a # 0, ktéry nie ma elementu
odwrotnego. Rozwazmy iloczyny aai,aas, aas, ... elementu a ze wszystkimi innymi ele-
mentami pierscienia (w tym z 1). Z zalozenia nie ma wérdd nich jedynki, wiec, skoro - jest
dziataniem wewnetrznym, to z zasady szufladkowej istnieja takie ap # a;, ze aar = aaq;.
To stwierdzenie jest jednak sprzecznoscia na mocy lematu 3.12, poniewaz rozwazamy
pierécienie catkowite, w ktérych nie ma dzielnikéw zera. O

12
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Przyktad 3.17
Przyktady pierscieni i cial:

o (Z,+,-) — piericien catkowity, ktéry nie jest cialem (nie ma dzielnikéw zera, ale czesto
elementy odwrotne nie zawieraja sie w zbiorze Z),

e (Q,+,-) — cialo przemienne liczb wymiernych,
(R, +, ) — cialo przemienne liczb rzeczywistych,

e (C,+,-) — cialo przemienne liczb zespolonych,
(

Zop,+n,n) — pierscienn przemienny z jedynka.

Whiosek 3.18 (z twierdzenia 3.7)
Pierscient (Zy,, +n, n) jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

§3.3 Morfizmy

Definicja 3.19. Homomorfizmem grupy (A41,+) w grupe (Asg, @) jest takie odwzorowa-
nie h: Ay — Ao, ze
Vo,y € Ay h(z+y) = h(z) @ h(y).

Fakt 3.20. Jesli h: Ay — Ag jest homomorfizmem grupy (A1, +) w (Asg, ®), to
1. e € Aj jest elementem neutralnym w (Aj,+) = h(e) € As jest elementem neu-
tralnym w (A, ®),
2. Vz € Ay : h(2') = h(x).

Definicja 3.21. Izomorfizm miedzy grupami (A4, +), (Ag,®) jest homomorfizmem bi-
jektywnym. Jesli taki izomorfizm istnieje, to dwie grupy nazywamy izomorficznymi.

Definicja 3.22. Automorfizm to izomorfizm struktury na samg siebie.

Analogicznie definiujemy morfizmy miedzy pierscieniami i ciatlami (wtedy réownosé z
definicji 3.19 musi zachodzi¢ dla obydwu dzialan).

Przyklad 3.23

Przyktady morfizmoéw:
o h(z) = 2? jest homomorfizmem grupy (R\ {0}, ) w (Ry,"),
o h(z) = e” jest izomorfizmem grupy (R,+) w (Ry, -), poniewaz

h(z+y)=e"" =e” e = h(z) - g(v),

o h(z) = Z jest automorfizmem grupy (C, +).

Na podobnej zasadzie jak w przyktadzie drugim, mozna pokaza¢ izomorfizm grupy
(Zp,, +n) z grupa pierwiastk()w n-tego stopnia z jednosci wzgledem mnozenia (u,(C),-).
Biorac funkcje h(z) = cos(22z) + isin(2Xz), mamy

h(z +y) = cos(F(x +y)) + isin(% (z +y))
= (005(2” ) +isin(22x)) - (cos(2y) + isin(2y)) = h(z) - h(y)

n
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§3.4 Przestrzenie wektorowe

Definicja 3.24. Przestrzen wektorowa (inaczej liniowa) nad ciatem (K, ®,®) to struk-
tura (V, K, +, -), gdzie

1. (V,+) jest grupa abelowa,

2. drzialanie - : K x V — V jest zewnetrzne

3. dzialanie - jest rozdzielne wzgledem dzialania +, to znaczy

V V a (utv)=(a-u)+(a-v),

u,veV aeK

4. zachodzi ,rozdzielno$é¢” dziatania - wzgledem + i @, to znaczy

V ¥ (@a@B)-v=(a-v)+(8-0),

veV o,peK

5. zachodzi ,taczno$é¢” dziatan - i ®, to znaczy

Y VY v=a-(8-
oy apy (@®B)v=a-(5-0),
6. jedynka z ciala (K, ®,®) jest elementem neutralnym réwniez dla dzialania -, to

ZNaczy
V 1.0=0u.
veV
Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, a zbioru K — skalarami. Czesto zamiast
przestrzeni (V, K,+,+) piszemy o przestrzeni V, a zamiast symboli @, ® piszemy po
prostu +, -. Element neutralny dodawania wektoréw to wektor zerowy 0.

Przyktad 3.25

Przestrzenia wektorowa nad cialem liczb rzeczywistych jest struktura (R™,R,+,-), czesto
oznaczana jako R"(R), gdzie

O ($1,$2,-~-,xn) + (ylvaa"'7yn) = (1’1 +y1’--~7$n +yn)7

o a-(x1,x9,...,x,) = (ax1, 2, ...,QTy).

Przyklad 3.26
Jesli przez R[z],, oznaczymy zbiér wielomiandéw rzeczywistych o stopniu réwnym co najwyzej

n, to struktura
(R[x]nv Ra +, )

bedzie przestrzenia liniowa.

Twierdzenie 3.27

W przestrzeni liniowej (V, K, +,-) dla kazdych u,v € V oraz a,f € K zachodza
nastepujace wlasnosci:

1. 0-v =0,

2. a-0=0,

3. (—a)-v=—(a-v),

4. a-(—v) =—(a-v),

5. a-v=0& (a=0Vov=0),

6. ac-u=a-v=>u=wv,daa#0,
7. a-v=0F-v=a=/,dav#0.

14
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Dowod. W dowodach wszystkich wlasnodci postugujemy sie wytacznie definicja prze-
strzeni wektorowej (3.24), wektora zerowego oraz poprzednimi w kolejnosci udowadnia-
nymi wlasnosciami.

L.Lv+0-v=1-v40-v=(1+0)-v=v=0v+0

S 0-0=0
2.a0-0=a-0+0)=a-0+a-0
S 0=a-0
3. 0=av—(v-v)oraz0=0-v=(a—a)-v=a-v+(—a) v
(av)=(a)-v
4. 0=a-v—(a-v)oraz0=a-0=a-(v—v)=a-v+a-(-v)

so—(av) =a-(-v)
5. implikacja < (konieczno$é) trywialna; implikacja = (dostateczno$é) wynika z tego,
ze jesli zalozymy, ze a # 0,v # 0, to mamy

a-(u+v)=a-ut+a-v=a-u.
Mnozac przez a~ ' (ktére istnieje, bo (K, +,-) jest cialem) otrzymujemy
uU—+v=u,

a dodajac obustronnie —u (ktére istnieje z definicji 3.24) dochodzimy do sprzecz-
noéci z zatozeniem

v=0.

6. dowdd analogiczny do dowodu lematu 3.12,
7. dowdd analogiczny do dowodu lematu 3.12.

Definicja 3.28. Podprzestrzen liniowa (U, K, +, ) to taka struktura, ze
1. (V,K,+,") jest przestrzenia liniowa oraz U C V,U # ),
2. V (u+w)el,

u,velU
3. V V( u) € U.
acK ueU

Fakt 3.29 (réwnowazna charakterystyka podprzestrzeni). Dwa ostatnie warunki z po-
wyzszej definicji sa rownowazne warunkowi:

\4 V a-u+p-vel.
a,BeEK u,weV

Dowdd. Implikacja w jedna strona jest trywialna, w druga strone mozna ja udowodnic¢
przez stwierdzenie, ze kazdy wektor ma wektor przeciwny (bo z definicji 3.24 (V,+) jest
grupa abelowa) oraz ze pod «, 8 mozna podstawi¢ 1 (i znowu uzy¢ definicji 3.24). O

Definicja 3.30. Kombinacja liniowa wektoréw vy, ve, ..., v, to wektor
a1V + QU + ... + apUy,
gdzie skalary ag, ao, ..., a, nazywamy wspotczynnikami tej kombinacji.

Definicja 3.31. Wektory vy, ve,...,v, sa liniowo niezalezne, jesli dla kazdego ciagu
wspotezynnikéw o zachodzi implikacja

a1V + vy + ...+ apv, =0 = ag,a0,...,0, = 0.

Moéwimy réwniez, ze wektory sg liniowo zalezne, jesli nie sa liniowo niezalezne.
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Przyktlad 3.32

W przestrzeni wektorowej R3(R) wezmy wektory
u = (37 2a _1)7U = (1a _27 1),1.0 = (17 17 1)

Rozwigzujemy uklad réwnan au + v +yw = 0 =

3a+p+7v=0 4o =0 a=0 a=0
20 —20+~v=0 =c2a0—-28+7=0 ={-2864+~v=0 =68=0
—a+pB+v=0 —a+pB+v=0 B+y=0 vy=0

pokazujac, ze wektory u, v, w sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie 3.33

Wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden
jest kombinacja liniowa pozostatych.

Dowdd. Jedli istnieje taki ciag aq, o, ..., ayp, ze {aq,...,a,} # {0} oraz
a1v1 + aovg + ...+ apv, = 0,

to bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze o, # 0. Réwnowaznie przeksztatcamy row-
nos¢ do postaci

QU] + U2 + ... + Qp1Up—1 = —QpUp
—aq —Q —Qn—1
V1 + Vo + ...+ Up—1 = Un,
n n n

wiec otrzymujemy rownowaznos¢ miedzy zalozeniem i stwierdzeniem, ze v, jest kombi-
nacja liniowa wektorow oy, ..., an_1. O

Twierdzenie 3.34

Jedli wektory vy, vs,...,v, sa liniowo niezalezne oraz wektor u jest kombinacja li-
niowg tych wektordéw, to wspdlczynniki tej kombinacji sa wyznaczone jednoznacznie.

Dowdd. Wezmy takie ciagi () i (5n), ze

U= Q1V1 + v + ... + apvy
u = B1v1 + PBava + ... + Bru,

Mamy

u—u=0= (1~ Br)vr+ (a2 — B2)va + ... + (an — Bn)vn,
co, skoro vy, v, . .., v, sg liniowo niezalezne, dowodzi, ze dla kazdego i zachodzi o; — 3; =
0, wigc ciagi (o) 1 (B,) sa réwne. O

Definicja 3.35. Powloka liniowa zbioru A C V, A # (0, gdzie V jest przestrzenia wekto-
rowa nad ciatem K to zbiér

LinA={v=oav1 +agva + ... + oqvi, : o; € K, v; € A}
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Lin A jest podprzestrzenia przestrzeni A nazywang podprzestrzenia generowang przez
zbiér A. Dla danego zbioru A méwimy, ze rozpina on przestrzen wektorows V., jesli
LinA=V.

Definicja 3.36. Baza B przestrzeni wektorowej V to taki zbidr, ze Lin B = V oraz
wszystkie wektory w B sa liniowo niezalezne.

B jest baza danej przestrzeni liniowej wtedy i tylko wtedy, gdy B jest maksymalnym
(w sensie inkluzji) zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych oraz wtedy i tylko wtedy, gdy
B jest minimalnym (w sensie inkluzji) zbiorem wektoréw rozpinajacych. Przestrzen {0}
nie ma bazy.

Twierdzenie 3.37

Kazde dwie bazy danej przestrzeni wektorowej sa réwnoliczne.

Dowdd. Wezmy dwie bazy A, B przestrzeni liniowej V' oraz niech |A| = k. Zalézmy
przeciwnie, ze |B| > k,B = {b1,ba,...,bg,...}. Skoro A jest baza przestrzeni V, to
kazdy wektor ze zbioru B jest kombinacjg liniowa wektoréw ze zbioru A, czyli

b1 = apa1 + asas + ... + apag.

Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze ay # 0 (poniewaz wszystkie nie moga byé
zerowe). Wtedy
1 -« -«
alz—bl—i——zag—i—...—i——kak,
a1 (65} o

a wiec a1 jest kombinacja liniowa wektoréw ze zbioru A U {b1} \ {a1}. Wektory z tego
zbioru oczywiscie rozpinaja cala przestrzen liniowa V' oraz sa liniowo niezalezne (wszyst-
kie as,as,...,ax sa liniowo niezalezne, a b; jest liniowo niezalezny od nich, poniewaz
zatozyliSmy, ze a1 # 0). Z tego powodu zbiér AU {b1} \ {a1} jest baza. Kontynuujemy
rozumowanie, pokazujac, ze zbior

AU{bl,bg,...,bk}\{al,ag,...ak}:{bl,bg,...,bk}

jest baza. Z tego powodu kazdy wektor byy1, bg12,. .. jest liniowo zalezny od {b1, ..., by},
wiec dochodzimy do sprzecznoéci z zatozeniem, ze B jest baza. ]

Definicja 3.38. Wymiar dim V przestrzeni wektorowej V' to licznos¢ bazy tej przestrzeni.
Jesli V = {0}, to dimV = 0.

Przyktad 3.39

Przestrzen (R™, R, +,-) jest przestrzenia skorficzenie wymiarowa z
dimR"™ = n,

natomiast (F(R,R),R,+,-) jest przestrzenia nieskoriczenie wymiarowa, wiec

dim(F(R,R)) = oo.

Definicja 3.40. Reper bazowy (lub po prostu baza) to baza, w ktérej ustaliliémy kolej-
nos¢ wektoréw.
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Jedli B = (e1,ea,...,e,) jest reperem bazowym przestrzeni wektorowej V, to dla
dowolnego wektora
vV =aqQ1e] +agey + ...+ ane,

skalary a; nazwiemy wspolrzednymi wektora v w bazie B i zapiszemy
v =lag,q9,...,04]B.
Definicja 3.41. Baza kanoniczna to reper bazowy przestrzeni R"(R), w ktérym
By = ((1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),(0,0,0,...,1)).

Latwo uzasadnié, ze jesli dimV = n, to kazdy zbiér n + 1 wektoréow jest liniowo
zalezny, a kazdy zbior n wektoréw jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy
generuje przestrzen V.

Twierdzenie 3.42

Niech V' bedzie przestrzenig skonczenie wymiarowa, a U jej podprzestrzenia. Wow-
czas

dimU =dimV & U=V.

Implikacja w lewa strong jest trywialna, pokazemy implikacje w prawo.

Dowdéd. Jesli wezmiemy pewna baze B przestrzeni U i zachodzi warunek dimU = dim V,
to zgodnie z tym, co powiedzieliSmy wczes$niej, jest ona réwniez baza przestrzeni V,
poniewaz U C V', z czego wynika teza. ]

Przyktad 3.43

Przyktady przestrzeni wektorowych wraz z wymiarami:
o dla (K" K, +,-) przy K=R,C,... mamy dimK" = n,
o dla (C™ R, +, ) mamy dim C" = 2n.

Definicja 3.44. Suma podprzestrzeni Vi, Vo przestrzeni V' to zbiér
Vi+Vs = {v:v1+vg cv1 € Vi, € VQ}

Fakt 3.45. Jesli Vi, V; sg podprzestrzeniami przestrzeni V', to V1 N V4 jest podprzestrze-
nia przestrzeni V.

Uwaga 3.46. O ile Vi N V5, oraz Vi + V5 (z definicji) sa przestrzeniami, o tyle juz Vi U V3
na ogo6l nia nie jest, wiec nie bedziemy raczej uzywaé tego zapisu.

Definicja 3.47. Suma prosta V1 @ Vo dwoch podprzestrzeni przestrzeni V' to taka suma
Vi + Vs, ze zachodzi warunek

\v4 3! 3! UV = V1 + V2.

veVi+Va v1€VL vaeVs
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Twierdzenie 3.48

Suma dwoch podprzestrzeni jest suma prostg wtedy i tylko wtedy, gdy ich czescia
wsp6lna jest zbior {0}.

Dowdd. Jedli czesé wspllna dwoch podprzestrzeni jest réwna {0}, to ich bazy sa roz-
taczne, a wiec teza wynika z twierdzenia 3.34. O

Definicja 3.49. Przestrzen uzupelniajaca Vo podprzestrzeni Vi przestrzeni V' to taka
przestrzen, ze

VieVa=V.

Fakt 3.50. Dla kazdej podprzestrzeni dowolnej przestrzeni istnieje przestrzen uzupet-
niajaca.

Twierdzenie 3.51 (Grassmana)

Dla skonczenie wymiarowych podprzestrzeni Vi, Vs przestrzeni wektorowej V' zacho-
dzi
dim(Vi + Vo) = dim V; 4 dim V5 — dim(V; N Va),

a w szczegblnosci

V=VieV,=dimV = dimV; + dim V5.

Dowdd. Mozemy wzia¢ baze B przestrzeni V oraz bazy Bi, Bo odpowiednio podprze-
strzeni Vi, Vs takie, ze B1, Bs C B. Oczywiste jest, ze

’Bl U Bz‘ = ‘Bl‘ + ‘BQ‘ — ‘Bl ﬂBQ|,

wiec z definicji sumy podprzestrzeni (3.44) i twierdzenia 3.37 wynika teza. O

§4 Macierze
Definicja 4.1. Macierz o wymiarach m X n i elementach ze zbioru K to odwzorowanie
{1,2,....m} x{1,2,...,n} 3 (,j) = aij; € K,

ktore reprezentujemy w nastepujacy sposéb:

a/ll a12 ....... al’n,
a21 a22 ....... a2n
a/ml am2 ...... amn

Definicja 4.2. Macierz transponowana do macierzy A = [a;j]mxn to macierz
AT = [aji]nxm-
Jedli A = AT to macierz jest symetryczna.

Macierz zerowa 0p, %y to taka macierz, ze wszystkie jej elementy sa zerowe. Macierz
kwadratowa to macierz o wymiarach n x n. Przekgtng glowng macierzy kwadratowej
tworza elementy a;;.
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Definicja 4.3. Macierz diagonalna to macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie elementy
poza jej glowna przekatna sa zerowe.

Definicja 4.4. Macierz jednostkowa to macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie ele-
menty na gléownej przekatnej sa jedynkami. Oznaczamy ja czesto I, gdzie n X n to
wymiary tej macierzy.

Definicja 4.5. Macierz jest trojkatna gérna/dolna, jesli wszystkie elementy ponizej/po-
wyzej gléwnej przekatnej sa réwne 0.

§4.1 Dziatania na macierzach

Zdefiniowane sg pewne dzialania na macierzach:

Suma macierzy dla macierzy A = [aij]mxn i B = [bijlmxn tych samych wymiarach:

A+ B= [aij + bij]mxn7

Mnozenie przez skalar dla macierzy A = [a;j]mxn:

aA = [aaijlmxn,

Mnozenie macierzy jedli liczba kolumn macierzy A = [a;;]mxp jest réwna liczbie wier-
szy macierzy B = [a;j]pxn, to

p
A - B = [Cijlmxns Cij = § by
=1

|
[
V| Ot | o

I-
|
Y
Q

Rysunek 1: Mnozenie macierzy, zréodto: Wikipedia.

Uwaga 4.6. Mnozenie macierzy nie jest przemienne, jest za to laczne i obustronnie roz-
dzielne wzgledem dodawania.

Fakt 4.7. Zbior M, x,(K) macierzy o wymiarach m x n i elementach z ciata przemien-
nego K, |K| > 2 tworzy przestrzen wektorowa nad cialem K.

Fakt 4.8. Elementem neutralnym mnozenia macierzy kwadratowych jest macierz jed-
nostkowa?.

Fakt 4.9. Zachodzi réwnosé
(AB)T = BT AT,

3Jeéli macierz A, xn nie jest kwadratowa, to réwniez zachodzi I'M = M oraz M = I M dla pewnych
macierzy jednostkowych I',I” lecz I' # I" (sa réznych wymiaréw.).
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§4.2 Wyznacznik macierzy
Definicja 4.10. Inwersja w permutacji o € S, to taka para o(i),o(j), ze
i<j ol > ol
Definicja 4.11. Znak permutacji o to
8(0’) _ (_1)(liczba inwersji w o).
Funkcje € nazywamy symbolem Leviego-Civity.
Jesli (o) = 1, to permutacja o jest parzysta, a jesli e(o) = —1, to jest nieparzysta.

Fakt 4.12. Kazda transpozycja (zamiana miejscami) dwoch réznych elementéw permu-
tacji zmienia jej znak.

Dowdd. Wezmy permutacje wraz z ponizszymi oznaczeniami:

g = (017027 <03 0i-1,04,04415++-,05j-1,05,05+41,- - - 7an—170n)'

A B A

Zamieniajac o; oraz oj, nie zmienia si¢ liczba inwersji zawierajacych dowolny element
or € A. Nie zmieni sie réwniez liczba inwersji zawierajacych dowolny element o € B,
ktory jest wiekszy lub mniejszy jednoczesnie od o; i 0.

Dla pozostalych elementéw oy € B, jesli istnieje inwersja (o0, 0y), to istnieje rowniez
(0k,05), a jesli istnieje inwersja (o, 0%), to istnieje réwniez (oy, ;). Tak wiec jedyna
inwersja, ktéra zmienia parzysto$é¢ ogdlnej liczby inwersji — i tym samym &(o) — jest
inwersja (0;,0;), ktéra istnieje przed transpozycja, albo po niej. O

Definicja 4.13. Wyznacznik macierzy kwadratowej A to taki element ciata, ze

det A = Z E(U)ala(l)a20(2) (DR
O'GSn

Oznaczamy det [} = ‘ ‘
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Twierdzenie 4.14 (wtasnosci wyznacznikéw)

Dla macierzy kwadratowej A = [ai;] € My xn(K) zachodzi:

1. det A = det AT,
2. detl, =1,
3. jesli istnieje zerowy wiersz (lub kolumna) to det A = 0,

4. jesli pomnozymy jeden wiersz (lub kolumne) przez skalar «, to wyznacznik
réwniez bedzie a razy wiekszy,

5. det aA = (det A)?,
6. jesli A= [ki,...,k; +K},... kn], gdzie k; sa wierszami (lub kolumnami), to

det A = det[ki1, ..., kj,... kn] + det[kr, ..., k7, ... k],

L I

7. przestawienie dwoch wierszy macierzy zmienia znak wyznacznika na prze-
ciwny,

8. jesli macierz ma dwa jednakowe wiersze (lub kolumny) to det A = 0,

9. wyznacznik nie zmieni sie, jesli do wiersza (albo kolumny) dodamy kombinacje
liniowa pozostalych wierszy (kolumn).

Dowad.

1.

Wszystkich par elementéw w permutacji o € S, jest n(n — 1). Jedli (04,0;) jest
inwersja w o, to w 0! nia nie jest, a skoro 2 | n(n—1), to e(0) = e(0~!). Pozostate
czynniki sumowanych iloczynéw zostana takie same (jedynie w innej kolejnosci).

. Dla permutacji identycznosciowej dany w definicji iloczyn jest réwny 1, dla kazdej

innej permutacji jest réwny O.

. W kazdym z sumowanych iloczynéw wystepuje 0 jako czynnik.
. W kazdym z sumowanych iloczynéw wystepuje jeden dodatkowy skalar a.
. Whniosek z poprzedniego.

. Dowéd podobny do poprzednich dwdch.

Wynika z faktu 4.12.

. Wniosek z poprzedniego, poniewaz d = —d = d = 0.

. Stwierdzenie jest prawdziwe, je$li wyznacznik nie zmieni si¢, gdy do jednego wier-

sza (lub kolumny) dodamy inny (uzasadnienie przez indukcje). Ten fakt mozna
udowodnié, taczac punkty 6 i 8 (jeden z wyznacznikéw bedzie zerowy).

O]
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Twierdzenie 4.15

Wyznacznik macierzy 2 x 2 jest réwny

det |81 @12| _
et = a11a22 — A12021.
as1 a2

Dowdd. Prosty, z definicji. O
Twierdzenie 4.16 (reguta Sarrusa)
Wyznacznik macierzy 3 x 3 jest rowny
ail a2 a3
det [ag1 age a23| = annageass + aizaz3asi + a13a21a32
asi @32 433 — 13022031 — 11023032 — A12021033-
O

Dowdd. Prosty, z definicji.

Regute Sarrusa bardzo tatwo zapamietaé: wystarczy przepisaé na koniec macierzy dwie
pierwsze kolumny i liczy¢ podobnie jak macierz 2 x 2.

041 Qig ai] @12 @33 | arr  Aar2
[am aﬂ] a21 Q92 G23 | G21 A22
asl as2 as3 | asy as2

Twierdzenie 4.17 (Cauchy’ego)
Dla dowolnych macierzy A, B € M,x,(K) zachodzi

det(A- B) = det A - det B.

Definicja 4.18. Minor stopnia k& macierzy A.,,xn to wyznacznik podmacierzy kwadra-
towej k x k powstalej przez wykreslenie n — k kolumn oraz m — k wierszy.

Jesli A« jest macierzg kwadratowa, to wyznacznik macierzy powstatej przez wykre-
Slenie i-tego wiersza i j-tej kolumny nazywamy minorem odpowiadajgcym elementowi

a;; macierzy A i oznaczamy M;;.

Definicja 4.19. Dopemienie algebraiczne elementu a;; macierzy kwadratowej A =

[@ij]mxn to skalar o
Aij = (—1)H—]Mij.
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Twierdzenie 4.20 (rozwiniecie Laplace'a)

Niech A = [a;j]nxn bedzie macierza kwadratowa. Wtedy dla kazdego ustalonego
ie{l,2...,n}

n
det A = Z aiinj
j=1
i dla kazdego ustalonego j € {1,2...,n}

n
det A= Z aiinj.
i=1

Dowdd. Dla wygody w oznaczeniach udowodnimy rozwiniecie wzdtuz pierwszego wiersza,
i = 1. Wezmy taka permutacje 77, ze permutuje ona zbiér {1,...,n} \ {j}. Oznaczmy

O | J J j
0" = (1T ooy T, Tyggs 5 Th)-

Zauwazmy, ze £(0*) = (—1)771e(77). Teraz wystarczy ustalié¢ j; z definicji wyznacznika
(4.13) mamy

det A = (6(0) H“w(i)> = Z (ala(l) -&(0) H%;m) =

i=1 o€Sh =2

= (aljz <5(U*)Haia*(i)>> =
j=1 o* i=2
=2 |2 | e [Jaima | | =

i=1
i#j

Wiemy, ze det A = det AT (z 4.14), wiec mozemy rozwija¢ réwniez wzdtuz kolumn. [

Whiosek 4.21

Wyznacznik macierzy tréjkatnej jest réwny iloczynowi elementéw na jej przekatnej.

Dowdd. Wystarczy rozwija¢ wyznacznik wzdtuz pierwszej kolumny. O

§4.3 Rzad macierzy

Definicja 4.22. Rzad macierzy to maksymalna liczba liniowo niezaleznych wektoréw
kolumnowych tej macierzy. Rzad macierzy A oznaczamy przez rank(A).
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Twierdzenie 4.23
Dla kazdej macierzy A € M, xn zachodzi

rank(A) = rank(AT).

Dowdd. Niech r = rank A. WeZmy macierz L € M,,«,, ktéra zawiera r liniowo niezalez-
nych wektoréw kolumnowych macierzy A. Kazda kolumna macierzy A jest oczywiscie
kombinacja liniowa kolumn macierzy L, czyli A = LZ dla pewnej macierzy wspoélczyn-
nikéw Z € My wp.

7 faktu 4.9 mamy AT = ZTLT | wiec rank(AT) jest ograniczony z goéry przez rank(Z7),
ktory jest ograniczony z géry przez r (liczbe kolumn macierzy Z7), wicc

rank(A”) < rank(A).
Powtarzamy argument dla macierzy A7 i, wykorzystujac fakt (A7) = A, otrzymujemy
rank(A) < rank(A7T),

wiec

rank(A) = rank(AT).
O

Mozemy teraz zmodyfikowaé¢ definicje rzedu (4.22): jest to maksymalna liczba liniowo
niezaleznych wektoréw kolumnowych lub wektorow wierszowych. Oczywiscie zachodzi
nieréwnos$é rank (A, xn) < n,m.

Definicja 4.24. Macierz schodkowa to macierz, ktorej pierwsze niezerowe elementy
(schodki) kolejnych niezerowych wierszy znajduja si¢ w coraz dalszych kolumnach, a wier-
Sze zerowe umieszczone sa najnize;j.

Fakt 4.25. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej schodkow.

Definicja 4.26. Operacje elementarne na macierzach to:
o zamiana miejscami wierszy (kolumn) macierzy,
o dodanie do wiersza (kolumny) kombinacji liniowej pozostalych wierszy (kolumn),
e pomnozenie wiersza przez niezerowy skalar.

Jesli macierz B mozna otrzymaé z macierzy A za pomocs operacji elementarnych, to
bedziemy oznacza¢ A ~ B.

Fakt 4.27. Rzad macierzy nie zmienia si¢ pod wplywem operacji elementarnych.
Dowdd. Wynika z twierdzenia 3.33. O

Kazdg macierz mozna tatwo doprowadzi¢ do postaci schodkowej, za pomoca metody
eliminacji Gaussa, ktora polega na stosowaniu operacji elementarnych na wierszach, ,,po-
zbywajac si¢” niezerowych elementow z dolnego tréjkata. W ten sposéb mozna odczytaé
jej rzad oraz, z pomoca wniosku 4.21, obliczy¢ jej wyznacznik (jesli jest kwadratowa)?.

“Warto jednak zwrécié uwage, ze przy obliczaniu wyznacznika lepiej nie mnozyé wierszy i nie zamieniaé
ich miejscami, bo te operacje wplywaja na wyznacznik.
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Przyklad 4.28

Obliczy¢ wyznacznik macierzy

1 3 1
1 1 -1
3 11 6
Rozwigzanie.
1 3 1| ro—r |1 3 1 1 3 1
11 —1™2" 0 —2 2|0 —2 —2(=_2
3 11 6 0 2 3 0 0 1

Twierdzenie 4.29

Rzad macierzy A jest réwny najwiekszemu ze stopni niezerowych minoréw tej ma-
cierzy.

Dowdd. Jedli pewna podmacierz kwadratowa k X k jest nieosobliwa (czyli minor jest
niezerowy), to jej kolumny sa liniowo niezalezne, czyli rank A > k. Natomiast jesli kazda
podmacierz wymiaru (k + 1) x (k+ 1) jest osobliwa (czyli minory sa zerowe), to zaden
podzbidr k + 1 wektorow kolumnowych nie jest liniowo niezalezny, wiec rank A < k + 1.
7 tego wynika, ze rank A = k. O

Przyktad 4.30

Obliczy¢ rzad macierzy

1 3 4
3 4 1
A= 1 2 7
3 5 -1
Rozwigzanie. Obliczmy minor
1 3 4 1 3 4
34 1|=034 1|=(-8)+0+12-0—1—(-18)=21#0.
3 5 -1 0 1 -2

Ten minor jest niezerowy i jednoczesnie ma najwigkszy stopienn (bo nie wykredliliémy zadnej
kolumny), wigc na mocy twierdzenia 4.29 rank A = 3.
Dla pewnosci mozna pokazaé¢ rowniez inng metode — eliminacje Gaussa:

1 3 4 1 3 4 1 3 4 1 3 4
341N0—5—11N00—26N0—13
1 2 7 0o -1 3 0 -1 3 0 0 1
3 5 -1 0 —4 -13 0 0 -25 0 0 0
1 3 4
0 -1 3
-.rank A = rank 0 0 1 =3.
0 0 O
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§4.4 Macierz odwrotna
Definicja 4.31. Macierz odwrotna A~! do macierzy kwadratowej A, »,, to taka macierz,
ze

A-At=A4"1 A=1,.

Jesli taka macierz istnieje, to méwimy, ze A jest macierza odwracalng.

Twierdzenie 4.32

Jesli macierz A, x, jest odwracalna, to

1. det A # 0 oraz det(A~!) = (det A)~ 1,

2. A7l = de}; (AP, gdzie AP jest macierza dopelnien algebraicznych A;; ma-
cierzy A.

Dowdd. 1. 7Z definicji macierzy odwrotnej (4.31)

A-At =1
det(A- A7) =detI =1.

Na mocy twierdzenia Cauchy’ego (4.17) otrzymujemy
det A-det(A™1) =1,
z czego wynika teza.

2. Wezmy macierz B taka, ze

1

B = AD T
det A( )

to znaczy, ze dla kazdego 7, j zachodzi

9

bi]’ = det A_l . A]’i,

Obliczmy teraz macierz C' = AB:
n
cij =Y airby
k=1
n
= Z ik det A_l . Ajk
k=1

=det A7! Z ;L * Ajk~
k=1

Jedli i = j, to z rozwiniecia Laplace’a (4.20) wzdluz i-tego rzedu otrzymujemy
Cij = det A_l -det A = 1,

w przeciwnym wypadku rozwijamy macierz, ktéra ma dwa takie same rzedy (i-ty
oraz j-ty), wiec jej wyznacznik jest zerowy, stad

Cij = 0.

Z tego wynika, ze C jest macierza jednostkowa, wiec B = A1,
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Definicja 4.33. Macierz osobliwa to macierz A, ktorej wyznacznik jest zerowy. W innym
wypadku A jest macierzg nieosobliwa.

Na podstawie twierdzenia 4.32 tatwo zauwazy¢, ze pojecie macierzy nieosobliwej jest
réwnoznaczne macierzy odwracalnej, a macierzy osobliwej — nieodwracalnej. Ponadto,
jedli macierz A, x, jest nicosobliwa, to rank A = n, a A~' AT aA, A" réwniez sa macie-
rzami nieosobliwymi.

Aby znalezé macierz odwrotna, mozna oczywidcie wykorzystaé¢ wzér

1
-1 — /4D T
detA( )

z twierdzenia 4.32, ale zwykle szybsza® metoda bedzie eliminacja Gaussa, ktéra mozemy
wykorzysta¢ wraz z ponizszym faktem.

Fakt 4.34. Jesli macierz kwadratowa A jest odwracalna, to
[A|I]~[I|B] = B=A"

Dowdd. Aby zrozumie¢ ponizszy dowdd trzeba sie zapoznaé z trescig sekcji Odwzorowa-
nia liniowe.

Latwo udowodnié¢, ze kazda operacja elementarna moze by¢ rozumiana jako pewne
odwzorowanie liniowe, a tym samym — jako operacja pomnozenia przez pewng macierz
(odwzorowania liniowego). Drugi fakt, z ktérego nalezy sobie zdaé sprawe, to réwnosé

X[A|I]=[XxA]| X1],

ktéra wynika bezposrednio z definicji mnozenia macierzy. Z tych dwoch stwierdzen wy-
nika

[A]I] ~ [X1A ]| XiI] ~ [Xo X1 A | XoX0I] ~ ..~ [ATTA | A7) = [T A7,
gdzie A™1 jest niejako ciggiem odwzorowari liniowych X;, ktére wykonujemy podczas

eliminacji Gaussa. 0

Przyktad 4.35

Zmnalez¢ macierz odwrotna do macierzy

1 46
A=(2 5 3
01 4
Rozwigzanie.
1 4 611 00 1 4 611 00 14611 0 0
2 5 3/010[~|0 -3 -9/-210~1[0132 20
0 1 410 0 1 0 1 4 01 01 4/0 0 1
14 611 0 0 10—63?%0 10—63?%0
~013;§—%10~01 3;5?10~01 0;5?4—3
=2 =2 =2
00 1152 £ 1 00 113 2 1 00 1132 3 1
‘1003—?1713—06
~l0 1 0! & —?4—3,
CRCIREIE S B

5 . . s . . . . . . .s
°Na pewno w sensie ztozonoéci obliczeniowej, w zadaniach to kwestia preferencji.
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a wiec
—17 10 18
At=-|8 -4 -9
312 1 3

Mozemy zweryfikowaé¢ swoje obliczenia, znajdujac macierz odwrotna metoda macierzy dopel-
nien algebraicznych.

) 5-4—3 —(2-4) 2 17
o a6 4 ()
5:4+6:2-4-2:4=3 1,3 5.5 _(3-6.2) 5-4.2
L [ro-s 2] ~17 10 18
— = |-10 4 —1| =-|8 4 9
S8 9 -3 31 2 1 3

Macierz odwrotna mozna znalez¢é rowniez rozwiazujac uktad réwnan liniowych
A-X =B,

wtedy A1 - B = X — o czym wiecej w nastepnej sekcji.

§5 Uktady réwnan liniowych

Uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi z1, ..., x, w postaci
a11x1 + a2 + ...+ a1y =b
a21X1 + a22x2 + ...+ 2Ty = by (5)
Am1T1 + AmaT2 + ...+ Ty = by,

mozemy reprezentowaé jako réwnanie macierzy. Macierz

0‘11 a12 ....... aln

a21 a22 ....... (1’277,
A= :

aml am2 ...... amn

bl X

by T
B=1|:1, X =

b;n Tn

nazywamy odpowiednio kolumnag wyrazow wolnych oraz kolumnqg niewiadomych. Pola-
czenie macierzy A i B

[A| B] =

jest macierzq uzupeiniong tego uktadu. Wtedy ukltad 5 zapisujemy macierzowo jako

A-X=B.
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Definicja 5.1. Uklad jednorodny to taki uktad rownan liniowych, ze kolumna wyrazéw
wolnych jest zerowa.

Definicja 5.2. Uktad jest:
e oznaczony, jesli ma jedno rozwiazanie,
e nieoznaczony, jesli ma wiecej niz jedno rozwiazanie,
e sprzeczny, jesli nie ma rozwiazan.

Definicja 5.3. Uktad kwadratowy to uktad réwnan liniowych, w ktérym liczba niewia-
domych jest réwna liczbie réwnan (czyli macierz gléwna jest kwadratowa).

Definicja 5.4. Uktad Cramera to uklad kwadratowy, w ktérym wyznacznik macierzy
gléwnej jest niezerowy, det A # 0.

Twierdzenie 5.5 (Cramera)

Jedli dany uklad jest ukladem Cramera, to jest oznaczony oraz

_ Do,
 det A’

Zj

gdzie D, jest wyznacznikiem macierzy powstalej przez zastapienie j-tej kolumny
macierzy gtéwnej A kolumng wyrazéw wolnych B.

Dowdd. Pierwsze stwierdzenie jest prawdziwe, poniewaz je$li det A # 0, to kolumny
tworza baze pewnej przestrzeni liniowej, do ktérej nalezy kolumna B, wiec na mocy
twierdzenia 3.34 jest ona jednoznacznie wyznaczona przez kombinacje liniowa kolumn
z A (a wspélezynniki tej kombinacji liniowej sa wlasnie kolumng niewiadomych X).
Oznaczajac j-ta kolumng A jako aj oraz B = b, na mocy poprzedniego akapitu row-
nanie
xr1a1; + Toa3 + ...+ Tpay =b

spelnia doktadnie jeden wektor x. Zatem
n
D;; = det(ay,...,b,... a,) = det(al,...,Zajiai,...,an).
i=1

Z wlasnosci wyznacznikow (4.14) wynika, ze wyznacznika nie zmieni odjecie od pewnej
kolumny innej kolumny przemnozonej przez skalar (nawet zerowy), wiec

D, = det(ay, ..., zja5,...,a,) = xjdet(as,...,a,...,a,) = zjdet 4,
D,,
T = .
det A

Twierdzenie 5.6 (Kroneckera-Capellego)
Uklad AX = B ma co najmniej jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

rank(A) = rank([A ‘ B)).
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Dowéd. Oznaczajac j-ta kolumng A jako aj oraz B = b, mamy
riay + x0as + ... + Tpa, = b,

a wiec X istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy kolumna B jest kombinacja liniowa kolumn
z A (a wiec nie jest liniowo niezalezna, ergo rank(A) = rank([A ‘ B))). O

Twierdzenie 5.7

Uktad AX = B ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
rank(A) = rank([A | B]) = n,

gdzie n jest liczba niewiadomych.

Dowdd. Jak poprzednio, lecz z wykorzystaniem twierdzenia 3.34. 0

Prosty wniosek z tego twierdzenia jest taki, ze jesli rank(A) = rank([A ‘ BJ), ale
rank(A) # n, to uklad jest nieoznaczony, a jego rozwiazania zaleza od n — rank(A)
parametréw®.

Uktady réwnan liniowych mozna tatwo rozwiazaé¢ eliminacja Gaussa w podobny spo-

séb, jak robiliSmy to, szukajac macierzy odwrotnej w przykladzie 4.35.

Przyktad 5.8

Rozwiazaé¢ uklad réwnan

r+3y—=z =F)
2z — 3z =—5.
Jx+2y—3z =-1
Rozwigzanie.
13—132 13—132 13—132 13—132
2 0 -3'-5|~|0 -6 -1'"-9|~|0 1 —-1!-2[{~ |0 1 —-1'-2
3.2 31— 0 -7 0/-7/ [0 1 011 00 1]

Rzad macierzy jest réwny liczbie zmiennych, wiec (na mocy twierdzenia 5.7) uklad jest oznaczony.
Teraz mozemy kontynuowaé przeksztalcenia, aby otrzymaé¢ macierz [I ‘ X ]7 ale w praktyce ta-
twiej bedzie teraz wrécié¢ do uktadu rownan. Mamy wiec

z =3,

y—z=-2=>y=-24+3=1,
T+3r—2=2=>2x=2-3+3=2.

§6 Geometria analityczna

W tej sekcji skupimy sie na przestrzeni R*(R), w ktérej wektory bedziemy interpretowaé
czesto jako punkty lub wektory zaczepione w $rodku uktadu wspéirzednych. Przez R”

6Jedli uktad jest okreslony nad cialem R lub C, to uktad nieoznaczony ma nieskoriczenie wiele rozwigzan.
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oznaczymy zbiér punktéw, a przez @ zbiér wektoréw. W przestrzeni R3 osie prawoskret-
nego’ uktadu wspétrzednych (z,y, ) beda rozpicte przez wersory (wektory o jednostko-
wej dlugosei):

i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1).

Definicja 6.1. Metryka euklidesowa w R™ to funkcja d : R® x R" — R, ktéra dla
punktéw P = (z1,22,...,24),Q = (Y1,%2, ..., Yn) jest zdefiniowana jako

Wartosé tej funkcji dla punktéow X, Y to odleglosé euklidesowa tych punktéw.
| R

Definicja 6.2. Norma euklidesowa w R" to funkcja || -
v = [v1,v2,...,v,] jest zdefiniowana jako

— R>0, ktoéra dla wektora

[oll =

Wartoéé normy wektora v to diugosé tego wektora.

Latwo zauwazy¢ korelacje miedzy tymi dwoma wzorami: dla dwéch punktéow P, Q,
wektor PQ) jest rowny

PQ=[y1 —x1,...,Yn — Tn),
wiec
A(P,Q) = | PQ|
Definicja 6.3. Tloczyn skalarny wektoréow u = [u1,...,u,] i v = [v1,...,v,] W prze-

strzeni R™ to liczba
n
UoOvV = E U; ;.
i=1

Fakt 6.4. Jesli U7 jest jednokolumnows macierza powstala z wektora u, a V to jedno-
wierszowa macierz powstalta z wektora v, to

wov=U"T.V.
Fakt 6.5. Dla kazdego wektora v € R™ zachodzi

Vvou =|v].

Jedli dla przestrzeni wektorowej R™ okreslimy iloczyn skalarny wektorow, to taka prze-
strzen jest przestrzeniq euklidesowq, ktora oznaczamy przez E,. Warto zauwazy¢, ze
taki iloczyn skalarny jest taczny, przemienny, zgodny z mnozeniem przez skalar oraz
rozdzielny wzgledem dodawania.

"To znaczy zgodnego z reguly prawej reki — wnetrze obracajacej sie dloni zakresla tuk od osi OX do
OY, przy czym kciuk ma zwrot zgodny z osia OZ.
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Twierdzenie 6.6 (Cauchy’ego-Schwarza)

Dla dowolnych wektoréw u, v € E, zachodzi nieréwnosé
jwo v < lul[- v,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory sg liniowo zalezne.

Dowod. Twierdzenie jest trywialne, jedli ktérys z wektoréw jest zerowy, dlatego przyj-
mijmy u,v # 0. Dla dowolnego o € R mamy

0<|lu—av|?=(u—-av)o(u—av) =uou—2a(uov)+a?(vov).
Podstawiajac a = (uo v)(vov)~! otrzymamy
0<(uou)— (vov) t(uov)?
(vov)(uov)? < (uou)
(uov)? < (uou)(vowv)
(wov)? < [ufl?- |Iv]f?
[wov| < uf| - [v].

Réwnosé zachodzi tylko w przypadku, gdy a = 0, czyli gdy u, v sa liniowo zalezne. [

Whiosek 6.7 (nieréwnos$¢ tréjkata)

Dla dowolnych wektoréw u, v € E,, zachodzi nier6wnosc

a4 v < [ + [|v

Dowdd. 7 nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza wynika, ze

uov< uou-\vov
uou+2-uov+vov<uou+2-yuou-\vov+vov
(utv)o(utv) < (Vuou+vov)?
a4 1P < (all + )
[u+ ]| < flufl + [v].
]

Definicja 6.8. Kat miedzy niezerowymi wektorami u,v € E,, to taka liczba <(u,v) =
¢ € [0,7], ze
uov
CoSp = ————.

[l - [Iv]

Jedli <(u,v) = F, to wektory sa prostopadie u L v, a jesli <(u,v) = 0 lub 7, to
sa rownolegle u || v. Przyjmujemy, ze wektor zerowy jest prostopadly i réwnolegly do
wszystkich innych wektoréw.

Fakt 6.9. Dla dowolnych wektoréw u,v € E,
ulv & uwov=0

Dowdd. Wynika z definicji. O

Oczywiscie u || v wtedy i tylko wtedy, gdy wektory u, v sa liniowo zalezne.

33



Michat Dobranowski Algebra

§6.1 Przestrzen tréjwymiarowa

Fakt 6.10. Tréjka liniowo niezaleznych wektorow u,v,w € FE3 tworzy uklad prawo-
skretny, jesli

u; u2 ug

vi vo v3|>0.

w1 W2 W3

Uzasadnienie. Jest to intuicyjnie prawdziwe — jesli zamienimy wiersze ze soba, to uktad
wektorow stanie si¢ lewoskretny i jednoczesnie (z wlasnosci wyznacznikéw 4.14) wyznacz-
nik macierzy bedzie przeciwny. Podobnie, jedli zmienimy zwrot danego wektora, to uktad
stanie sie lewoskretny, a wyznacznik macierzy bedzie przeciwny.

Dociekliwy Czytelnik moze zaznajomi¢ si¢ z dowodem zawartym w artykule ,, A Simple
Proof of the Right-Hand Rule” autorstwa Fuchang Gao. O

- =
Definicja 6.11. Iloczyn wektorowy to takie dzialanie x : (E3)* — Ej3, ze:
1. jesliu| v, touxv=0,

2. w przeciwnym wypadku u x v =w, gdzie
o lwll =l - [lv][ - sin <(uw,v),
e W luorazw .l v,

o wektory u, v, w tworzg uklad prawoskretny.

Twierdzenie 6.12

Dla dowolnych wektoréw u,v € Ej3

U2 u3| uz upf |a;p u2
uxv= , ,
Vo V3 V3 Vi V1 Vg
Dowdd. Zmudny, ale prosty; z definicji. O

W praktyce latwiej stosowaé (zapamigtaé) ,wzor”

~ ~ ~

i j k
~lug ug| ~lug u ~lu; u
uxv=y uw u|=i| > ° RO I S (6)
V2 V3 vy Vi Vi V2
Vi V2 V3
Warto zauwazy¢, ze iloczyn wektorowy jest antyprzemienny (u x v = —v x u), zgodny
z mnozeniem przez skalar oraz rozdzielny wzgledem dodawania.
Fakt 6.13. Dla dowolnych wektorow u,v € F3
ul|v & uxv=0
Dowdd. Wynika z definicji. O

Twierdzenie 6.14

Dla dowolnych wektoréw u,v € Es liczba |ju X v|| jest (skierowanym) polem réwno-
legtoboku rozpietego przez wektory u, v.
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Dowdd. 7 definicji iloczynu wektorowego (6.11) mamy
luxvif = [ful - |[v]] - sin <t(u, v),

czyli iloczyn dlugosci obu bokéw oraz sinusa kata miedzy nimi, ktéry istotnie jest réwny
polu réwnolegtoboku. O]

Prosty wniosek z tego twierdzenia jest taki, ze pole trojkata rozpietego przez wektory
u, v jest réwne %{lu x v||.
Dziatanie (u x v) o w nazywamy iloczynem mieszanym.

Twierdzenie 6.15

Dla dowolnych wektoréw u,v,w € E3 liczba ((u x v) o w) jest (skierowana) objeto-
Scig réwnolegloscianu rozpietego przez wektory u, v, w.

Dowdéd. 7 definicji kata miedzy wektorami (6.8) mamy
(uxv) ow = lux v| - w]| - cos

gdzie |ju x v|| to pole réwnolegtoboku rozpietego przez wektory u,v, jak na rysunku
ponizej.

O]

Prosty wniosek z tego twierdzenia jest taki, ze objeto$¢ czworoscianu rozpietego przez
wektory u, v, w jest réwna &|(u X v) o w|.

Fakt 6.16. Dla dowolnych wektoréow u,v,w € Fj3

u u2 uy
(uxv)ow=|vy vy V3.
W1 W2 W3

Jest to prostszy sposob na liczenie objetosci réwnolegloscianu.

Dowdd. Latwo zauwazy¢ zaleznosé miedzy rozwinieciem Laplace’a (4.20) oraz wzorem 6.
O

§6.1.1 Réwnanie ptaszczyzny w przestrzeni

Plaszczyzne jednoznacznie wyznaczaja trzy niewspoélliniowe punkty (lub wyznaczone
przez nie dwa wektory). Plaszczyzne jednoznacznie wyznaczyé moze réwniez jeden nie-

zerowy wektor, zwany wektorem normalnym; jest on prostopadly do wyznaczanej ptasz-
czyzny.
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Roéwnanie parametryczne ptaszczyzny Jesli Py = (zo, yo, 20) € ™ oraz u = [uy, us, ug),
v = [v1, Vg, V3] € E3 sa liniowo niezalezne i réwnolegle do plaszczyzny , to

T =xg+ su; +1vy
T3y =yp+ suy+ tvy s,t €R (7)

z = 29+ sug + tvsy

jest réwnaniem parametrycznym plaszczyzny. Wtedy kazdy punkt plaszczyzny jest po
prostu punktem Py, ktory zostal przesuniety o pewien wektor rownolegly do ptaszczyzny.

Réwnanie normalne ptaszczyzny Jesli n = [A, B, C] jest wektorem normalnym plasz-
czyzny 7 oraz Py = (xo,y0,20) € 7, to

T [ﬁ—xo’y*yo’z—ZO]O[A’B’C] =0

czyli

m:Alr —x0)+ By —yo) +C(z — 20) =0 (8)
nazywamy réwnaniem normalnym ptaszczyzny w. Wtedy kazdy punkt P} € 7 jest taki,
ze wektor Py P jest prostopadly do wektora normalnego, czyli réwnolegly do ptaszczyzny.

Réwnanie ogélne ptaszczyzny Roéwnanie normalne mozna wymnozy¢ do réwnania
ogoblnego
m:Ar+ By+Cz+ D =0. (9)

Réwnanie odcinkowe ptaszczyzny Jedli a, b, c € R sa niezerowe, to

Yy

Z 4
=
a b

z
g 10
+c (10)

jest réwnaniem odcinkowym plaszczyzny. Taka plaszczyzna przecina sie z osiami uktadu
wspélrzednych w punktach (a,0,0), (0,b,0), (0,0, ¢); tak wiec nie kazda plaszczyzna ma
réwnianie odcinkowe.

§6.1.2 Réwnanie prostej w przestrzeni

Prosta jednoznacznie wyznaczaja dwa punkty (lub jeden wyznaczony przez nie wektor).
Prosta jest réwniez jednoznacznie wyznaczona przez przeciecie dwoch nieréwnoleglych
plaszczyzn.

Réwnanie parametryczne prostej Jesli Py = (z,yo0,20) € | oraz v = [v1,ve,v3] € E3
jest niezerowym wektorem réwnolegtym do prostej [, to

T =x0+ tvy
L: <y =uyo+tvy teR (11)
z=2zy+1vs

jest réwnaniem parametrycznym prostej. Wektor v nazywamy wektorem kierunkowym
(lub tworzacym, rozpinajacym) prostej [.
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Rownanie kierunkowe prostej Jesli Py = (xo,y0,20) € | oraz v = [a,b,c] € Ej jest
rownoleglty do prostej I i a,b,c € R sg niezerowe, to

T—To Y~ Y _ 2%
l: = = 12
a b c (12)
jest réwnaniem kierunkowym prostej.
Réwnanie krawedziowe prostej Niech
m Az + Biy+ Ciz+ Dy =0,m9 1 Asx + Boy + Coz + Dy = 0.
Jedli w1 nie jest rownolegla z mo, to rownanie krawedziowe prostej ma postac
- A1x+Bly+Clz+D1:0 (13)
‘ Aox + Boy + Coz+ Dy =0

Uwaga. Jesli chcemy tatwo przejsé z réwnania krawedziowego do parametrycznego, to wy-
starczy zauwazy¢, ze ny = [A1, B, C1],ne = [As, Ba, C3] sa wektorami normalnymi plasz-
czyzn. Checemy znalezé wiee wektor (kierunkowy), ktéry lezy na obu tych plaszczyznach, a
wiec jest prostopadly do obu wektoréw normalnych. Te wlasno$é ma wektor v =n; X no.

§6.2 Odlegtosci

Zdefiniowalismy juz odleglo$é miedzy dwoma punktami w definicji 6.1. Bez formalnego
wyprowadzenia bedziemy uzywaé pojecia odlegtosci réwniez w kontekscie odlegtosci mie-
dzy punktem a plaszczyzna, punktem a prosta, prosta a plaszczyzna czy miedzy plasz-
czyznami lub prostymi. Taka odleglo$é bedzie najmniejsza odlegtoscia miedzy pewnym
punktem jednej figury oraz pewnym punktem drugiej figury.

d(®,¥)= min d(A,B)
AED, Bew

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze wektor miedzy tymi dwoma punktami bedzie pro-
stopadty do powierzchni obu danych figur.

Twierdzenie 6.17 (odlegto$¢ punktu od ptaszczyzny)

Odleglosé punktu @ = (x1,y1,21) od plaszczyzny 7 : Ax + Bx + Cx + D = 0 jest

réwna
_ |A:El + By +Cz1 + D|

WOm =Tt o2

Dowdd. Niech prosta [ bedzie prostopadia do plaszczyzny w oraz niech @@ € [. Taka
prosta jest réwnolegla do wektora normalnego n = [A, B, C], wiec

r=ux1+ At
l:{y=y1 + Bt teR.
2221+Ct

Niech @' = 7 N1 bedzie punktem przeciecia prostej [ i plaszczyzny w. Podstawiamy
rownanie prostej do rownania plaszczyzny:

Q €l:A(ry +tA)+ B(yy +tB) +C(z1 +tC) +D =0
Axi1+By1 +Cz1+ D
—(A2+ B2+ (?)

Qcl:t=
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Mamy wiec

]A:):l + By, + Cz1 + D|

AQ Q) = V()2 + (1B)? + (1O)2 = [f] - VA + B2 4 C? = ==

O]

Jedli szukamy odleglodci miedzy dwoma plaszczyznami, to wystarczy sprawdzié, czy sa
one rownolegle (to znaczy, czy ich wektory normalne sa réwnolegte). Jedli nie, to odleglosé
jest oczywiscie zerowa; w przeciwnym wypadku wystarczy wziaé¢ dowolny punkt z jednej
plaszczyzny i znalezé odlegtoéé miedzy tym punktem a druga plaszczyzna.

Twierdzenie 6.18 (odlegto$¢ punktu od prostej)
Odlegtosé punktu @ od prostej [ jest rowna

v x L]

Il

Y

gdzie v jest wektorem kierunkowym prostej [, a L € [.

Dowéd. Mamy [ : (z,y,z) = L+tv. Na podstawie twierdzenia 6.14, pole réwnolegtoboku

rozpietego przez wektory v, [ﬁ jest réwne

v x LG

Ze standardowego wzoru na pole rownolegtoboku jest ono réwniez réwne

vl - d(Q, 1),
z czego wynika teza. O

Jesli dwie proste sa réwnolegte, to odlegtosé miedzy nimi mozna obliczy¢ przez wziecie
dowolnego punktu z jednej prostej i obliczenie jego odlegtosci od drugiej prostej. Jesli
proste sie przecinaja, to odlegto$¢ miedzy nimi jest zerowa. Sytuacja sie komplikuje, jedli
dane dwie proste nie sa réwnolegle lub przecinajace sie (to znaczy sa skosne).

Twierdzenie 6.19 (odlegto$¢ prostych sko$nych)

Niech 1,2 sa prostymi skosnymi. Odleglo$é miedzy nimi jest réwna

—_—
’(V X 11) o L1L2’
[V > u

)

d(ly, 1) =

gdzie v, u sa odpowiednio wektorami kierunkowym prostych ly,lo, a Ly € l1 i Lo € I5.
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Dowdd. Mamy 1y : (z,y,2) = L1 + tv oraz ls : (z,y,2) = Lo + tu. Na podstawie twier-
dzenia 6.15 objeto$¢ réwnolegloscianu rozpietego przez wektory v,u, L1 Lo jest réwna

‘(V X u) OLlLQ‘.

Ze standardowego wzoru na objeto$é¢ (tzn. pole podstawy - wysoko$é¢) jest ona réwniez
réwna

v >l - d(ly, la),

7 czego wynika teza. O

§6.3 Przykfady

Przyklad 6.20 (wspolliniowosé punktéw)
Sprawdz, czy punkty A = (1,0,2),B = (3,1,—1),C = (—1,—1,5) sa wspo6iliniowe.

Rozwigzanie. Punkty A, B,C sg wspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy wektory E,E s3
wspotliniowe, czyli rozpinaja réwnolegtobok o zerowym polu. Na podstawie twierdzenia 6.14
wystarczy obliczy¢

H,ﬁ X ,@H — 2,1, -3] x [-2,-1,3]| = I3 — 3,6 — 6,2+ 2]| =0,

z czego wynika, ze punkty A, B, C sa wspoétliniowe. O

Przyktlad 6.21 (wspélplaszezyznowosé punktow)

Sprawdz, czy punkty A = (0,2,2),B = (2,1,0),C = (3,—1,2),D = (1,-2,3) sa wspol-
plaszczyznowe.

Rozwigzanie. Punkty A, B,C,D sa wspdlplaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy wektory

B JAC, E rozpinaja réwnolegloécian o zerowej objetosci. Na podstawie twierdzenia 6.15 i faktu
6.16 wystarczy obliczy¢

ABl 12 -1 2

AC| =13 =3 0|=-6+24—6+3=15=0,
apl |1 -4 1
z czego wynika, ze punkty A, B, C, D nie sg wspolplaszczyznowe. O

Przyklad 6.22 (wzajemne polozenie prostych, odleglosc¢)

Zbadaj wzajemne polozenie prostych

r=1-3t r=2+t
1 : y=2—6t teR, Iy : y=-1+2¢t teR
z=3-—>5t z=44+2t

oraz oblicz odleglo$¢ miedzy nimi.

Rozwigzanie. Zaczniemy od sprawdzenia, czy proste sa réwnolegte. WeZzmy wektory kierunkowe
tych prostych i obliczmy ich iloczyn wektorowy. Mamy

~ o~ ~

i j Ok
[-3,-6,-5] x [1,2,2] =|-3 —6 —5|=[-12+4+10,-5+6,—6+ 6] =[-2,1,0] # 0,
1 2 2
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wiec proste nie sa réwnolegle. Odlegto$¢ miedzy nimi, zgodnie z twierdzeniem 6.19, jest réwna

[-2,1,0]0[2—-1,-1—-2,4-3]| |—2-3]|
d(ly,12) = = =5,
H[_2a170]|| \/5
Z tego wynika réwniez, ze proste sa skosne; nie sa przecinajace sie, bo d(ly,l3) # 0. O

Przyklad 6.23 (wzajemne polozenie prostych, wspélna plaszczyzna)

Zbadaj wzajemne potozenie prostych

B=1 r=—-14+1¢
li:Qy= -2t teR, lo:qy=2—1 teR
z =3t z=-3+ 4t

oraz wyznacz ich wspélna plaszezyzne (jesli istnieje).

Rozwigzanie. Obliczmy najpierw iloczyn wektory wektoréw kierunkowych danych prostych.

J

i
[1,-2,3] x [1,-1,4] = |1 -2 3|=[-8+4+3,3-4,-1+2]=[-5-1,1]
1 -1

= W R

Widzimy wiec, ze proste nie sa réwnolegte. Zamiast liczy¢ odleglo$é miedzy nimi (i tak stwierdzié,
czy sie przecinaja), mozemy sprobowaé znalezé punkt przeciecia.

t=—-1+s
—2t=2-—s5s =s5=0,t=—-1.
3t=-3+14s

Z tego wynika, ze punkt przecigcia istnieje, jest nim P = (—1,2, —3), wiec proste nie sa skosne,
a wiec tworza plaszczyzne.

Do tej plaszczyzny naleza wektory kierunkowe prostych [y, 13, wiec jej wektorem normalnym
bedzie ich iloczyn wektorowy. Podstawiajac do rownania normalnego ptaszczyzny mamy

m:=5(x—(-1)—-LHy—2)+1(z—(-3)) =0
—5r—-5—-—y+2+2+3=0
-5 —y+2z2=0

co jest rownaniem ogélnym plaszczyzny . O

Uwaga. Jesli chcemy znalezé rzut prostokatny punktu P na prosta [, to najlatwiej bedzie
znalezé plaszezyzne m zawierajaca punkt P i prostopadla do prostej [ (wektor normalny
szukanej plaszczyzny bedzie wektorem kierunkowym prostej 1). Nastepnie wystarczy znalezé
punkt przeciecia w N 1[.

Podobnie, jesli chcemy znalezé rzut prostokatny punktu P na plaszczyzne m, to nalezy
znalezé prosta [ taka, ze [ L 7 oraz P € [ (jak poprzednio, wektor kierunkowy szukanej
prostej bedzie wektorem normalnym plaszczyzny ).

Zastosowanie powyzszej uwagi niech bedzie éwiczeniem dla Czytelnika®.

8Ktéry to Czytelnik z pewnoécia zauwazyl juz, ze wykorzystaliémy ja w dowodzie twierdzenia 6.17.
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§7 Odwzorowania liniowe

Definicja 7.1. Odwzorowanie
f:V-w

gdzie V, W sg przestrzeniami liniowymi nad tym samym cialem K, jest liniowe, jesli

Vo flutv) = fu)+ f(v)

u, eV

oraz

vV _ flav) = af(v),

veV,aeK
to znaczy, kiedy jest addytywne oraz jednorodne.
Podobnie jak w przypadku homomorfizmu grup (definicja 3.19), elementy przeciwne

oraz neutralne sa zachowywane. Analogicznie do réwnowaznej charakterystyki podprze-
strzeni (fakt 3.29) warunki z powyzszej definicji sa réwnowazne warunkowi

V Y flaut o) = af(u) + Bf(v). (14)

a,BeK u,weV

Whiosek 7.2 (z réwnania 14)

Odwzorowanie liniowe f jest jednoznacznie okreslone przez wartosci f na wektorach
bazowych dziedziny.

Dowdd. Wzér 14 mozna rozszerzy¢ do wiekszej liczby skladnikéw, uzywajac (o, 3,7, ...)
oraz (u,v,w,...). Taka posta¢ réwniez bedzie réwnowazna definicji 7.1. Mozemy policzyé
wartos¢ f dla kazdego wektora, znajac jego wspdlrzedne w pewnej bazie B oraz wartosci
f dla wszystkich wektoréw z tej bazy. O

Definicja 7.3. Jadro odwzorowania liniowego f : V — W to zbior
Ker f = fX({0}) = {v e V | f(v) = 0}.
Definicja 7.4. Obraz odwzorowania liniowego f : V — W to zbiér
Imf=f(V)={weW |IweV: :w=f(v)}.
Jesli B jest bazg przestrzeni V', to
Im f = Lin f(B).

Fakt 7.5. Dla kazdego odwzorowania liniowego f : V' — W jadro f jest podprzestrzenia
V, a obraz f jest podprzestrzenig W.

Wymiar jadra pewnego odwzorowania f nazywamy zerowoscig i oznaczamy null f,
a wymiar jego obrazu nazywamy 7zedem i oznaczamy rank f.
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Przyktad 7.6
Wezmy odwzorowanie f : R? — R? takie, ze

f(@,y,2) = (z,y).
Znajdzmy jadro i obraz tego odwzorowania.
Ker f ={(0,0,2) : z € R}, dim =1.

Imf=R? dim=2.
Teraz wezmy g : R? — R? takie, ze

9(z,y) = (z,y,7 +y).
Zmajdzmy jadro i obraz tego odwzorowania.

Kerg = {0}, dim=0.

Img={(z,y,z+y): 2,y € R}, dim=2.

Twierdzenie 7.7 (o rzedzie)

Jesli V, W sa skonczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad ciatlem K
oraz f:V — W jest odwzorowaniem liniowym, to

null f 4+ rank f = dim V,

dimKer f + dimIm f = dim V.

Dowdd. Niech n = dimV oraz k = dimKer f. Skoro Ker f jest podprzestrzenig prze-
strzeni V, to jesli n = k, to dla kazdego v € V zachodzi f(v) = 0, wiec Im f = {0},
ergo teza jest spetniona. Dalej zalézmy wiec, ze n > k. Istnieje taka baza przestrzeni V,
ktéra ma postaé

{Vl, ey Vi, Uy 1y - - ,un},

gdzie {v1,..., v} jest baza Ker f. WeZzmy dowolny wektor v € V,

V=11v1 + ... + Vg + Tp+10k41 + ...+ Tpuy.

Wtedy
w=f(v)=f(tivi+ ... + tpVg + tgr10p1 + ... + tpuy)

= f(tve) + ..+ f(Eevi) + f(ter1egr) + -+ f(tnun)

= tlf(Vl) + ...+ tkf(Vk) + tk+1f(llk+1) + ...+ tnf(un)

=t1(0) + ...+ t5(0) + tgsr f(upr1) + ... + tnf(uy)

= thr1f(Ups1) + .o+t f(wn),
wiec

I f = Lin{ fwenn). . f(un)}.

Wystarczy juz tylko udowodnié, ze wektory f(ugi1),...,f(u,) sa liniowo niezalezne.
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Wezmy ciag skalaréw (s;) taki, ze
Sk f(Wpgr) + .o+ spf(uy)

f(skrupg1) + ..o+ fsnun)
(k11 + .o+ sp1,) =

I
ol o o

7 tego wynika, ze
(Sk+1Wks1 + ... + spuy,) € Ker f,

wiec (Sg41Uk41 + .- + Spu,) € V mozemy zapisaé jako kombinacje liniowa wektoréw

vi,...,Vk. Zakladajac, ze ciag (s;) jest niezerowy, mamy dwa sposoby zapisu jednego
wektora z V', co stoi w sprzecznosci z twierdzeniem 3.34. Z tego wynika, ze Vi : s; = 0,
wiec wektory f(ugy1), ..., f(u,) sa liniowo niezalezne, ergo

dimIm f =n —k,
rank f = dim V — null f.
O]

Definicja 7.8. Przy danych przestrzeniach wektorowych V, W nad ciatem K, odwzoro-
wanie liniowe f: V — W to:

e monomorfizm, jedli jest injekcja,

e epimorfizm, jesli jest surjekcja,

e izomorfizm, jedli jest bijekcja,

e endomorfizm, jesi V. =W,

e automorfizm, jesli jest endomorfizmem i izomorfizmem,

o forma liniowa, jesli W = K.

Twierdzenie 7.9

Odwzorowanie liniowe f : V. — W jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
dimIm f = dim W.

Dowdd. Im f jest podprzestrzenia W, wiec wynika z twierdzenia 3.42. 0

Twierdzenie 7.10

Odwzorowanie liniowe f : V — W jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
Ker f = {0}.

Dowdéd. Implikacja prawostronna jest trywialna, dlatego udowodnimy tylko lewostronna.
Zalézmy przeciwnie, ze istnieje takie vy # vo, ze

f(v1) = f(va).

Wtedy
f(vi) = f(v2) = f(va) = f(v1) =0
fvi—=v2) = f(va —v1) =0,
co, skoro vi — vo # 0, przeczy zalozeniu Ker f = {0}. O
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Twierdzenie 7.11

Jedli V, W sg skonczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K,
to ich izomorficznosé jest rownowazna réwnosci ich wymiaréw

V~W < dimV=dmW.

Dowdd. Wynika z wniosku 7.2. O

Twierdzenie 7.12

Niech V, W beda pewnymi przestrzeniami nad cialem K, a £(V, W) zbiorem wszyst-
kich odwzorowan liniowych miedzy nimi. Struktura (£(V, W), K, +,-) jest przestrze-
nig wektorows.

Dowdd. 7 definicji. O

§7.1 Macierze odwzorowan liniowych

Definicja 7.13. Niech By = (e1,e2,...,¢en), Bw = (l1,l2,...,l,) beda pewnymi ba-
zami odpowiednio przestrzeni V, W nad cialem K. Niech f : V — W bedzie odwzorowa-
niem liniowym takim, ze

fler) = anli +azila + ... + amilm,
fle2) = a1l + azala + ... + amalm,

f(en) = a1pl1 + asplo + ... + amnlm.

Macierz odwzorowania liniowego f w bazach By, By to macierz

all a12 ....... a/ln

a21 a/22 ....... a2n
Mf(Bv, Bw) = .

aml am2 ...... amn

Y1 a1 A1 A1n x1

Y2 21 A2 a2n x2
_ ‘ oL ‘ 1

Ym Aml Am2 - Amn Tn

gdzie f : By — By jest odwzorowaniem liniowym, [a;j]mxn = Mf(Byv, Bw) oraz
x:[xhx%"-awn]gva y:[yby%"'?ym]gw-
T

Dowdd. Skoro x = [x1,x9,... ,:Un]BV oraz Yy = [y1, Y2, . - .,ym]gw, to

r=x161 +x260+ ...+ Tpen, Yy=yili +yolo+ ...+ Ymln,
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wiec

f(z) = f(zie1 + zaea + ... + zpey)
f(@) = a1 f(er) +xaf(e2) + ...+ xnf(en)

ail a2 ain
as as azn

fl@)=z1| @ | +x2| @ | +...F+xn| : (15)
Um1 Um?2 Gmn

Mnozac macierze jak w udowadnianej tezie, otrzymaliby$my

a1121 + a12Z2 + ... + a1y
a21T1 + a22x2 + ... + A2p Ty
Yy = . )

Am1Z1 + QGm2Z2 + ... + QmnTp
czyli to samo co wyzej. O

Jedli odwzorowanie f jest endomorfizmem, to macierz tego odwzorowania w bazie B
oznaczamy jako M¢(B).

Twierdzenie 7.15

Jedli f: V — W bedzie odwzorowaniem liniowym, a By, By to bazy odpowiednio
przestrzeni V, W, to
rank f = rank M¢(By, Bwy).

Dowdéd. Przypomnijmy, ze
Imf={yeW|3zeV. .y=f(x)}
Korzystajac z faktu 7.14, mozemy przeksztalci¢ powyzsze do
Im f ={M;(By,Bw) -z |z eV},

z czego wynika, ze obraz przeksztalcenia f jest tozsamy z przestrzenia rozpinana przez
kolumny macierzy M¢(By, By ) (zobacz réwnanie 15). Z tego powodu réwniez ich wy-
miary sg réwne. O

Twierdzenie 7.16

Niech f,g: V — W beda odwzorowaniami liniowymi, By, By to bazy odpowiednio
przestrzeni V, W nad cialem K, a a € K, to

Il Mf—f—g(BVa BW) = Mf(BV7 BW) + MQ(BV7 BW)7

2. Mys(By, Bw) = aM(By, Bw),

Dowdéd. 7 definicji. O
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Twierdzenie 7.17
Niech f:V — W,g : W — U beda odwzorowaniami liniowymi, a By, By, By to
bazy odpowiednio przestrzeni V, W, U, to

Myo(By, By) = My(Bw, By) - My(By, By ).

Dowdd. 7 definicji oraz faktu 7.14. O

Whiosek 7.18 (z faktu 7.14)

Endomorfizm f : V. — V jest automorfizmem (bijekcja) wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz przeksztalcenia liniowego jest odwracalna (nieosobliwa). Latwo rowniez zna-

lez¢ przeksztalcenie odwrotne f=1:

M;-1(By, By) = (My(By,Bs)) "

Definicja 7.19. Macierz przejécia Pg_,p od bazy B = (e1,e2,...,¢e,) do bazy B’ =
(€),€h, ... €e)) przestrzeni V to macierz odwzorowania identycznosciowego danej prze-
strzeni w bazach B’, B,

Pp_.p = My, (B, B).
Wtedy, jesli X, X’ sa wektorami kolumnowymi z V' wzgledem baz B, B', to

X =Py p X'

Uwaga. W powyzej opisanej macierzy j-ta kolumne tworza wspélrzedne j-tego wektora
bazy B’ wzgledem bazy B. Najlatwiej jest wiec wtedy, gdy baza B jest baza kanoniczng.

Twierdzenie 7.20 (o zmianie macierzy odwzorowania przy zmianie baz)
Niech f : V' — W bedzie odwzorowaniem liniowym, a By, By,, By, By, pewnymi
bazami odpowiednich przestrzeni liniowych. Wtedy

M;y(By, By) = (PBWHB{,V)_I - My(Bv, Bw) - Pg,, p;,-

Dowod. Mamy
Ppi By - My(Bv, Bw) - P, = My, (Bw, Byy) - M¢(By, Bw) - Mia, (By, By)
]
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Przyktad 7.21

Dane jest odwzorowanie liniowe f : R3 : R? takie, ze

M;(B}, By) = [2 1 2],

-1 0 0
gdzie

Bi = ((1, 1,0), (O, 1, 1), (1, 1, 1)),
Bé = ((17 1), (_17 1))

Znajdz macierz odwzorowania f w bazach

B, = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1)),
By = ((1,0), (O> 1))

Rozwigzanie. Z twierdzenia 7.20 mamy
My (By, B2) = Pp,_p;, - My(B}, B)) - Ppi_,p, .

Macierz przejScia Bs — B} jest bardzo tatwo wyznaczyé, poniewaz Bs to baza kanoniczna.
W przypadku macierzy przejécia By — Bj najlatwiej bedzie wyznaczy¢ jej odwrotno$é, poniewaz,
B jest baza kanoniczng. Mamy wiec

-1

101
1 -1 [2 1 2 12 -1
Mf(Bl,B2)=[1 1]-[1 0 0} (1) 1 1 :...:[ }

O

Definicja 7.22. Macierze A, B € My, x, sa réwnowazne, jesli istnieja takie nieosobliwe
macierze P, Q, ze

B=Q ' AP

Definicja 7.23. Macierze A, B € M,,x, sa podobne, jedli istnieje taka nieosobliwa
macierz P, ze

B=P ' AP
7 definicji wynika, ze dwie macierze pewnego odwzorowania liniowego sa réwnowazne,
a dwie macierze pewnego endomorfizmu sg podobne. Ponadto, tatwo wykazaé, ze macie-
rze réwnowazne maja réwne rzedy, a podobne — rzedy i wyznaczniki.

§7.2 Wartosci wtasne i wektory wtasne

Definicja 7.24. Niech f : V — V bedzie endomorfizmem. Skalar A € K jest wartoscig
wtasng tego endomorfizmu, jedli istnieje niezerowy wektor v taki, ze

f(v) = Av.

Kazdy niezerowy wektor v, ktory spelnia powyzsza réwnoscé, jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym wartosci wiasnej .

Definicja 7.25. Widmo endomorfizmu to zbiér jego wartosci wiasnych.

Definicja 7.26. Podprzestrzen witasna V) endomorfizmu f: V — V tworzy zbior
Ww={veV:f(v)=Av},

czyli zbiér wektorow wiasnych z wektorem zerowym.
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Uzasadnienie. Fakt, ze zbiér V) tworzy podprzestrzen liniowa przestrzeni V, wynika
z addytywnosci i jednorodnoéci endomorfizméw. O

Twierdzenie 7.27

Kazdy wektor wlasny odpowiada dokladnie jednej wartoéci wlasne;j.

Dowdod. Zalébzmy przeciwnie, ze sa dwie wartodci wlasne Aj, Ay dla ktorych
f(v) = A\v = Aagv.

Wtedy
0=f(v) = f(v) = Av—2av=v(A\ — A\g).

Skoro v # 0, to A\; = Aa. O

Twierdzenie 7.28

Niech f : V' — V bedzie endomorfizmem oraz A = M(B) dla bazy B = (e1,...,é€n).
Wtedy A € K jest wartoscia wlasna wtedy i tylko wtedy, gdy

det(A — \I) =0,

a niezerowy wektor v € V jest wektorem wlasnym odpowiadajacym A wtedy i tylko

wtedy, gdy
(A— XX =0,

gdzie X jest macierzg kolumnowa wspéirzednych wektora v w bazie B.

Dowdéd. Mamy
f(v) =Ave AX = )X,

co mozemy przeksztatci¢ do

Z twierdzenia Kroneckera-Capellego (5.6) wynika, ze powyzszy uklad réwnan liniowych
ma co najmniej jedno rozwigzanie. A poniewaz jest to uktad jednorodny, jednym z roz-
wigzani na pewno jest X = 0. A wigc stwierdzenie, ze \ jest warto$cig wlasna f (to znaczy,
ze istnieje inne, niezerowe rozwiazanie X), jest (na mocy twierdzenia 5.7) réwnowazne
temu, ze rank(A — \I) < n, a wiec dim(A — A\I) = 0. O

Definicja 7.29. Wielomian charakterystyczny endomorfizmu f : V — V to wielomian
A(f)=det(A—A) = (=A)"+...+det 4,
gdzie A jest macierza endomorfizmu f w dowolnej bazie.

Fakt 7.30. Wartosci wlasne endomorfizmu f sa wyznaczane przez pierwiastki jego wie-
lomianu charakterystycznego A(f).

Dowdd. Wynika z twierdzenia 7.28 oraz twierdzenia Bézouta. O

48



Michat Dobranowski Algebra

Lemat 7.31

Wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym danego endomorfizmu
sg liniowo niezalezne.

Dowdéd. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Jeden niezerowy wektor jest oczywiscie li-
niowo niezalezny, wiec zalézmy, ze zbiér n — 1 wektoréw wlasnych odpowiadajacych
roznym wartoSciom wlasnym jest liniowo niezalezny i pokazmy ten fakt réwniez dla n

wektorow.
Oznaczmy wektory wlasne vy, ..., v,. Niech odpowiadajg one ré6znym wartosciom wta-
snym Aq, ..., A,. Wezmy takie skalary aq,...,an,, ze
a1vi + ... +Fapv, =0, (16)
flarvi + ...+ apvy) =0,
a1 A\VL + ...+ ap vy, = 0. (17)

Mnozac réwnanie 16 obustronnie przez A, i odejmujac od 17 otrzymamy
a1 vi(AL = An) + o+ ape1vi(An—1 — An) = 0.

Wektory vi,...,v,—1 sa, na mocy zalozenia indukcyjnego, liniowo niezalezne, wiec dla
kazdego 1 <¢ < n — 1 zachodzi

ai(Ai —\p) =0,
a wiec, skoro rozwazamy roézne wartoéci wlasne,
a; = 0.
Podstawiajac to do rownosci 16 otrzymujemy
vy, = 0.

Wektory wtasne sa niezerowe, wiec o, = 0, co, na mocy zasady indukcji matematycznej,
dowodzi tezy. O

Definicja 7.32. Endomorfizm f : V — V jest diagonalizowalny, jesli istnieje baza
przestrzeni V, w ktorej macierz endomorfizmu f jest diagonalna.

Twierdzenie 7.33

Endomorfizm f : V — V, dimV < oo, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje baza przestrzeni V utworzona z wektoréw wlasnych endomorfizmu V.

Dowdd. Wezmy taka baze B = (eq,...,e,), ze macierz
AN 0. 0
0 Ag-onon 0
My (B) = L
0 0.vvvvn. X,

jest diagonalna. Wtedy dla kazdego 1 < ¢ < n zachodzi
Mf(B) € = f(ez) = )\1‘61‘,

wiec kazdy wektor e; jest wektorem witasnym endomorfizmu f.
Aby uzyskaé dowdd koniecznosci, wystarczy powtérzyé powyzszy wywod w odwrotnej
kolejnosci — wszystkie implikacje byly réwnowaznos$ciami. O
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Whiosek 7.34 (z twierdzenia 7.33)

Jedli endomorfizm f : V — V, ma n = dim V' réznych wartosci wlasnych, to jest
diagonalizowalny.

Dowdd. Na mocy lematu 7.31, wektory odpowiadajace réznym wartoSciom wlasnym sa
liniowo niezalezne, wiec stanowia baze, ergo endomorfizm f jest diagonalizowalny. Warto
zauwazy¢, ze jesli endomorfizm nie ma n réznych wartoéci wlasnych, to nie znaczy, ze
nie jest diagonalizowalny. O

Krotnosé algebraiczna k, wartosci wlasnej A to jej krotnosé jako pierwiastka wielo-
mianu charakterystycznego, a jej krotnosc geometryczna kg to wymiar przestrzeni wia-
snej Vi, czyli kg = dim V).

Lemat 7.35

Jezeli A jest wartoscig wlasna endomorfizmu f o krotnosci algebraicznej k, i geome-
trycznej kg, to
1 < kg < ka,

czyli krotnoé¢ algebraiczna jest wigksza lub réwna geometryczne;j.

Dowdd. Pierwsza nierownos$¢ wynika wprost z definicji obu krotnoci.
Niech A € M,,x» bedzie macierzg endomorfizmu f, ktéry ma pewna wartos¢ wlasng
Ao o krotnodci geometrycznej ky. Z twierdzenia 7.28 mamy, ze

kg = dimKer(A — Aol) = null(A — A\o1),

a z twierdzenia o rzedzie (7.7) wynika, ze rank(A — X\oI) = n — k4. To z kolei znaczy,
ze mozemy wykonac taki ciag operacji elementarnych, ze uzyskamy macierz schodkowsa
B ~ (A — X\oI), ktorej ostatnie k, wiersze sa zerowe.

WeZmy pewna zmienna t i wykonajmy identyczny ciag operacji elementarnych jak
poprzednio, otrzymujac macierz C' ~ (A—tI). Oczywiscie, dla t = X\ ostatnie k, wierszy
macierzy C si¢ zeruje, wiec det C jest podzielny przez (t—\g)*s, ergo det(A—\gI) réwniez
(réznia ewentualnie o stala), stad ky < kq. O

Uwaga (mnemotechnika). Krotno$¢ algebraiczna (ang. algebraic multiplicity) i krotnos$é
geometryczna (ang. geometric multiplicity) to w skrécie odpowiednio AM i GM. Podobnie
srednia arytmetyczna (ang. arithmetic mean) i $rednia geometryczna (ang. geometric mean)
to w skrocie odpowiednio AM i GM. W obu przypadkach zachodzi zalezno$¢

AM > GM.

Jedli nier6wno$¢ miedzy érednimi nie jest dla Czytelnika oczywista, warto zobaczy¢ artykut
na wikipedii.
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Twierdzenie 7.36

Endomorfizm f: V — V jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
charakterystyczny jest rozkladalny do postaci

AQY) = (A = Aot - (4 = A)fer

oraz dla kazdego i zachodzi
kgi = kah

czyli gdy krotnosci geometryczne i algebraiczne poszczegdlnych wartosci wlasnych
sg sobie réwne.

Uwaga 7.37. Jedli istnieje baza B przestrzeni V', w ktorej macierz endomorfizmu f : V. — V
jest diagonalna, to V' jest suma (prosta, co wynika z lematu 7.31) przestrzeni wlasnych, wiec
B jest suma mnogosciowa baz tych przestrzeni.

Przyktad 7.38

Sprawdz, czy endomorfizm f : R?® — R? dany wzorem
f(xayvz) = (—QIJ— 3z, x4+ 2y + 32, -3z — Z)

jest diagonalizowalny. Jesli tak, wyznacz baze B taka, ze D = M;(B) jest diagonalna, podaj
D oraz macierz P taka, ze Ms(By) = PDP~'.

Rozwigzanie. Najpierw wyznaczymy macierz My (By). Mamy

f(l,0,0) = [_1737 _3]Bka f(ov 130) = [072;0]]3“ f(ovoa ]-) = [_373> _1}3197

tak wiec
-1 0 -3
MiBr)=13 2 3
-3 0 -1

Aby wyznaczy¢ wartosci wlasne, skorzystamy z faktu 7.30.

“1-X 0 -3
AN=| 3 2-Xx 3 |=(2-)
-3 0 —1-2X
=2-N((1+N2=3)=2-MNA\+4)\-2)
=—(2=N24+ )N

“1-A -3
—3 —1-2

Tak wiec mamy wartosci wlasne A\y = 2, Ay = —4 z krotnoSciami odpowiednio k.1 = 2, k.2 = 1.

Nie mamy trzech réznych warto$ci wlasnych, wiec, aby sprawdzi¢, czy f jest diagonalizowalny,

nie mozemy zastosowaé¢ wniosku 7.34; bedziemy musieli skorzystaé¢ z pelnego twierdzenia 7.36.
Wektor wlasny [a,b, ¢] odpowiada wartosci wlasnej A1 wtw, gdy

-3 0 -3]| |a 0

3 0 3 bl = 1|0

-3 0 3| |c 0
Sa=—c

W takim razie
kg1 = dim V), = dim Lin{(1,0,-1),(0,1,0)} = 2.
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Podobnie dla wartosci wlasnej Ao mamy

3 0 =3f|a 0
3 6 3 bl =10
-3 0 3 c 0

Sa=c,a+2b+c=0&a=ca=—b.

A wiec
kgo = dimV,, = dimLin{(1,-1,1)} =1,

z czego wynika, ze f jest diagonalizowalny.
Zgodnie z uwagg 7.37 mamy

B =((1,0,-1),(0,1,0),(1,-1,1))

oraz
2 0 0
Mi;B)=10 2 0
0 0 —4
Musimy wiec jeszcze znalez¢ macierz P = Pp, _,p:
1 0 1
P=]10 1 -1
-1 0 1

O

Mozemy réwniez wykorzysta¢ wlasnosci macierzy diagonalnych bez potrzeby odwo-
lywania si¢ do endomorfizméw. Na podstawie definicji 7.22 i 7.23 bedziemy méwili, ze
macierz jest diagonalizowalna, jesli jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej; ze ma
wartosci wlasne oraz wektory wlasne (gdy spelnia réwnania z twierdzenia 7.28) i tym
podobne. Wszystkie wyprowadzone dla endomorfizméw twierdzenia beda rowniez praw-
dziwe dla macierzy.

Przyklad 7.39

Niech A = F _3}. Oblicz A™.
1 5
Rozwigzanie.
1—\ -3 )
A(N) = 1 5o =1-XNbB-XN)—-(=3)=8-6A+X=2-N)4-N),

a wiec A\; = 2, Ay = 4. Korzystajac z wniosku 7.34, dostajemy, ze macierz A jest diagonalizowalna,
wiec mozemy przedstawic ja jako

A" = (PDP YY" = pp"pP~!

pr_[2 0 B PARY
0 4 0 4m|°
Powyzsza réwnos¢ wynika z faktu, ze macierz diagonalna poteguje sie bardzo tatwo — wystarczy
podnies¢ wszystkie jej elementy do potegi — co nietrudno jest udowodnié.
Aby znalez¢é macierz P, najlatwiej bedzie potraktowaé¢ A oraz D jako macierze tego samego

endomorfizmu w réznych bazach. Przyjmiemy, ze to A jest w bazie kanonicznej i znajdziemy
baze, w ktorej jest D. Najpierw znajdZmy bazy przestrzeni wlasnych:

ST =D
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wigc Vi, = Lin{(3,—1)} oraz

wigc Vy, = Lin{(1,-1)}.

Mamy juz B = ((3,—-1), (1,—1)) oraz

Obliczmy jeszcze macierz P~1:

3 1310
-1 —110 1|7 |-1 -1

tak wiec

3
P=PFPp,_,p= {_1

Mamy juz wiec ostateczny wynik

An

2

1
)
1

[\

_ 2n71 |:

I

3—-2" 3-3-2"
2n—-1 3-2" -1
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