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1. Wstep teoretyczny

Aby zrozumieé, dlaczego systemowi wspomagajacego dowodzenie (ang. proof assistant)
mozemy ufaé bardziej niz tuszowi na papierze, nalezy zrozumieé narzedzia oferowane
przez logike, rachunek lambda oraz teorig typow, na ktérych zbudowany jest kazdy znany
autorowi tego typu system. Chociaz ten kurs nigdy nie mial byé teoretyczny, zdaniem
autora formalizmy dotyczace (typowanego) rachunku lambda sa niezwykle ciekawe, wiec
w odpowiednich miejscach Czytelnik jest zachecany do poglebienia wiedzy, w tym tez
przeprowadzenia lub przeczytania dowoddéw przytaczanych twierdzen.

1.1. Logika intuicjonistyczna

Typowym przykladem ilustrujagcym réznice miedzy logika klasyczng a intuicjonistyczna
(konstruktywna) jest twierdzenie:

Istnieja takie liczby niewymierne a i b, ze a® jest liczba wymierna.

oraz jego dowdd:

Jesli \/ﬁﬁ € Q, to a = b = /2, w przeciwnym razie niech a = \/5\/5 oraz
b =12, wtedy a® =2 € Q.

Dowdéd ten jest oczywiscie stuszny na gruncie logiki klasycznej, ale nie jest konstruktywny,
poniewaz dalej nie znamy odpowiednich liczb a i b. W logice konstruktywnej zdanie
jest prawdziwe, jesli mozna podaé jego konstrukcje (tzn. intuicyjny dowdd), zgodnie
z interpretacja Brouwera-Heytinga-Kolmogorowa:

o konstrukcja dla A A B to konstrukcja dla A oraz konstrukcja dla B,

e konstrukcja dla AV B to konstrukcja dla A lub konstrukcja dla B wraz z zaznacze-
niem, ktéra z nich to jest,

e konstrukcja dla A — B to przeksztalcenie kazdej konstrukcji dla A w konstrukcje
dla B,

« nie istnieje konstrukcja dla falszu.

Formalnie, logika intuicjonistyczna to pewien system logiczny. Nie r6zni si¢ od logiki
klasycznej sktadnig, ale regutami wnioskowania. Falsz oznaczamy przez 1, a osqgd zapisany
w postaci I' - A oznacza, ze formula A jest wywodliwa ze zbioru formut T". Zamiast
I' U {B} bedziemy czesto pisa¢ I', B.

— (Ax) 'L g
T,AF A rra P
r-A FI—B(/\I) I‘I—A/\B(/\El) FI—AAB(/\E2)
'-AAB r-A I'-B
r-AvB T,ArC T,B-C
_reA (VI1) _reA (VI2) ’ ’ (VE)
'-AvB '-BVA r-c
I'AF B
5 (=1) '-rA—B I‘I—A(_>E)
'-A—B I'-B

Rysunek 1: Reguly wnioskowania w intuicjonistycznym rachunku zdan (IRZ).
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Oprécz tego definiujemy negacje jako —A := A — 1. Dzigki tej definicji oraz regule
(— E) mozemy wywie$é
r-rA TI'F-A
r+1

Oznaczamy réwniez prawde przez T := -1 =1 — 1.

(—E)

Przyktad 1.1
Pokaz, ze w IRZ zachodzi stabe prawo podwdjnej negacji, czyli A — ——A.

Rozwigzanie. Z definicji negacji mamy ——A4 = (A — 1) — 1, wigc musimy pokazaé¢ A —
(A= 1)—1).
(Ax) —— (A¥)
AAA—-1FA— L AA—1FHA
(—E)
AJA— 1L
(=D
AF(A—-1)—> 1
(=1
FA—(A—-1)— 1)

Przyktad 1.2
Pokaz, ze w IRZ zachodzi prawo kontrapozycji, czyli (A — B) — (—B — —A).

Rozwigzanie. Z definicji negacji mamy =B = B — 1 oraz =A = A — 1, wigc musimy pokazaé
(A-B)—>(B—>1)—=(A4A—=1)).

(Ax) (Ax)
A—-B,B—» 1, A-rA— B A—-BB— 1 AFA
(Ax) (—=E)
A—-BB— 1, AFrB— L A—>B,B—>J_,A>—B( B)
—
A—-B,B— 1,A+ 1
(=D
A—-BB—>1FA— 1 (1)
_)
A—-BFB—-1)—»(A—1) D
—
FA—-B)—»((B—1)—>(A— 1))
O

11.1. Zwiazek z logika klasyczng

Dokladajac do regul wnioskowania IRZ silne prawo podwdjnej negacji (——A — A) lub
prawo wylgcezonego srodka (A V —A), otrzymujemy logike klasyczna. W przypadku prawa
podwdjnej negacji jest to oczywiste. W przypadku prawa wylaczonego srodka (EM)
mozna to pokazaé nastepujaco:

(EM) (Ax) ——= (LE)
A->L)>L1LFAV(A-—> L) A-1)—> L, AFA r+A

A->1)—>1FA
(=D
FA->1) 1A

gdzieI' ={(A—-1)— 1, A— 1}

Problem 1.3. Pokazaé, ze prawo wylaczonego $rodka nie jest dowodliwe w IRZ.
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Uwaga (ciekawostka)

Istnieja tautologie KRZ, ktoére nie sa dowodliwe w IRZ, ale po dodaniu do IRZ jako aksjomaty
nie prowadza do logiki klasycznej, tworzac logiki ,pomiedzy” intuicjonistyczng i klasyczna.
Przyktady:

o IRZ + (mAV ——A)* — logika Jankova (de Morgana), w ktérej zachodza wszystkie
cztery prawa de Morgana,

e IRZ + (A — B)V (B — A)) — logika Godla-Dummeta, w ktérej warto$ciowania
formul mozna interpretowaé jako liczby z przedziatu [0, 1].

“slabe prawo wytaczonego $rodka

Skoro zbiér regut wnioskowania IRZ jest podzbiorem zbioru regut wnioskowania KRZ,
to kazda formuta dowodliwa IRZ jest réwniez dowodliwa w KRZ.

1.1.2. Semantyka

Troche zaniedbujac formalizmy, skupimy sie przez chwile na warto$ciowaniach formut
logicznych. Mozemy okredli¢ semantyke dla logiki klasycznej, przypisujac formutom
prawdziwym warto$¢ 1, a formutom falszywym warto$é 0 (definiujac przy okazji funkcje
A, V,—). Dla logiki intuicjonistycznej jest to trudniejsze, ale i ciekawsze. Pokazemy dwa
z (nieskonczenie) wielu mozliwych sposobéw. Oba z nich sa algebrami Heytinga, ktérych
nie bedziemy tutaj definiowaé. Warto jednak wiedzie¢, ze formuta logiczna jest tautologia
IRZ wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa w kazdej algebrze Heytinga.

Semantyka topologiczna Mozemy zdefiniowaé¢ semantyke za pomoca topologii na R:

[1] = @,
[TI=R,
[AAB] = [A] n[B],
[Av B] = [A] U [B],
[A — B] =int ([A]° U [B]),
[A] = dowolny otwarty podzbiér R.

Witedy
[-A4] = [A — L] = int ([A]° U @) = int ([A]°)
Mozna przy pomocy takiej semantyki pokazaé, ze prawo wytaczonego érodka nie jest

dowodliwe w IRZ. Pod [A] mozemy podstawié¢ np. zbiér (0, c0), wtedy

[AvV—=A] = [A] U [-A] = [A] Uint ([A]°) = (0,00) U (—00,0) # R

Semantyka kraty dystrybutywnej Krata to zbiér czeSciowo uporzadkowany, w ktérym
istnieja kresy dolne i gérne dowolnych par elementéw. Bedziemy je przedstawiac za
pomoca diagramow Hassego'. Definiujemy dziatania

a Ab:=inf{a,b},
a Vb :=sup{a,b}.

1Czym dokladnie jest diagram Hassego mozna dowiedzieé si¢ na Wikipedii.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Diagram_Hassego

Michal Dobranowski Lean & ITP

Krata dystrybutywna to krata, w ktorej zachodzg prawa rozdzielnosci:

aN(dVe)=(aNb)V(aNc),
aV(bAc)=(aVb)A(aVec).

Mozna udowodnié, ze kazda niepusta i skonczona krata jest ograniczona, czyli posiada
elementy najmniejszy i najwigkszy. Krata, ktora jest niepusta, skoniczona i dystrybutywna
postuzy nam do zdefiniowania semantyki:

[L] = element najmniejszy,
[T] = element najwigkszy,
[4 A B] = [A] A [B],
[4V B] = [A] v [B],
[4 - B] = sup{e: ¢ A [4] < [B]},
[A] = dowolny element kraty.

Witedy
[-A] =[A — L] =sup{c: cA[A] < [L]} =sup{c:cA[A] =[L]}

Biorac przykladows krate

[T

4]

mozemy udowodnié, ze prawo wylaczonego Srodka nie jest dowodliwe w IRZ. Jedli
wezmiemy [A] = ¢, to [-A] =d, wigc [AV—-A] =cVd=0b+#][T].

Problem 1.4. Pokazaé, ze silne prawo podwdjnej negacji nie jest dowodliwe w IRZ na
podstawie dwéch powyzszych semantyk.

Problem 1.5. Stwierdzié, ktére z czterech praw de Morgana sa dowodliwe w IRZ.

1.2. Rachunek lambda

Rachunek lambda to jezyk zlozony z terméw, z ktérych kazdy to:
o zmienna (zazwyczaj oznaczana malg litera, np. x),
e A-abstrakcja postaci Ax. M, gdzie = jest zmienna, a M jest termem,
o aplikacja postaci M N, gdzie M i N s termami.

Formalnie termy mozna wiec zdefiniowaé nastepujaco:

M =z | (Ax. M) | (MM),
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gdzie x reprezentuje dowolng zmienng.

Aby upro$cié zapis, bedziemy pisaé MNP zamiast (MN)P — to znaczy stwier-
dzamy, ze aplikacja jest lgczna lewostronnie. Ponadto, wiele A-abstrakcji zapisujemy jako
Az ...z,. M, co jest rtéwnowazne termowi Az;.(Azy. (... (Az,,.M)...)). Kropka w tym
zapisie jest bardzo istotna, np.

Azyz. M = Ax. (Ay. (Az. M)),
Azy. zM = Az, (Ay. (zM)).

W termie Ax. M zmienna x jest zmienng zwigzang w M. Zmienne wystepujace w M,
ktére nie sg zwigzane przez zadng A-abstrakcje, nazywamy zmiennymi wolnymi. Na
przyklad w termie A\z. (zy) zmienna z jest zmienng zwigzang, a y jest zmienng wolng.
W termie zz(Azy.(zyz)) zmienna z raz wystepuje jako zmienna wolna, a raz jako
zwigzana. Takich sytuacji bedziemy unikaé¢ ze wzgledéw czysto estetycznych.

Zbiér zmiennych wolnych termu M oznaczamy jako FV(M). Term nazywamy termem
zamknietym lub kombinatorem, jesli FV(M) = @.

Uwaga 1.6

Formalnie definiujemy FV (M) rekurencyjnie:
FV(z) = {z},

FV(Az. M) = FV(M)\ {z},
FV(MN) = FV(M)UFV(N).

1.2.1. Alfa-konwersja

a-konwersja to przeksztalcenie termu, ktére polega na zmianie nazwy zmiennej (unikajac
kolizji oznaczen zmiennych). Wprowadzamy relacje réwnowaznosci =, w zbiorze terméw
A w ten sposob, ze dane dwa termy M i N sg réwnowazne, je$li mozna otrzymacé jeden
z drugiego poprzez (wielokrotne) a-konwersje. Na przyklad:

a(Ab.be) =, a(M\d. dc),

natomiast
Aa.ab #, A\b.bb,

poniewaz zamiana zmiennej a na b prowadzi do kolizji oznaczeir zmiennych.
Od tej pory utozsamiamy ze sobg termy rézniace sie jedynie nazwami zmiennych, czyli
jesli M =, N, to M i N s3 tym samym termem.

Uwaga 1.7

Bardziej formalnie, od tej pory bedziemy operowaé na klasach abstrakcji relacji =, (elemen-
tach zbioru A/=), podobnie jak przy dzialaniach modulo operujemy na klasach abstrakcji
relacji przystawania modulo p (elementach zbioru Z/ Ep).

Bedziemy stosowaé dosy¢ uniwersalny zapis M|z := N| na term, kt6ry powstal z termu
M poprzez zastapienie wszystkich wolnych wystgpienn zmiennej x termem N. Zakladamy
przy tym, ze zadna zmienna wolna w N nie zacznie byé zwigzana w M [z := N| (ponownie
unikamy kolizji oznaczen).
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1.2.2. Beta-redukcja

B-redukcja to taka relacja — 5 w zbiorze terméw A, ze M — 5 N, gdy [-redeks postaci
Az. P)Q w termie M zostaje zastgpiony przez P[x := Q] w termie N. Bardziej formalnie,
J y )
jest to najmniejsza relacja w zbiorze A spelniajgca nastepujace warunki:

2. jesli M —5 M’, to
« MN —; M'N,
o NM —y4 NM’,
o Az. M —y4 Ax. M.

Jesli w termie wystepuje wiecej niz jeden S-redeks, to S-redukcja nie jest determini-
styczna — mozemy wybra¢ dowolny z nich i wykona¢ redukcje. Przez — 3 oznaczamy do-
mknigcie przechodnio-zwrotne relacji — 5 (czyli najmniejsza relacja przechodnia i zwrotna,
ktéra zawiera relacje — 5), a przez =g jej domknigcie réwnowaznosciowe.

Przyktad 1.8

Pokazane ponizej sg rézne Sciezki redukcyjne dla podanego termu.

(A\z. zx)

(Az.zz) (M\y.y) 2) \
x /
(A\y.y) 2

(A\y.y) 2) (\y-y) 2) ———

Twierdzenie 1.9 (Churcha-Rossera)
Jesli M —» 5 P oraz M —» 4 Q, to istnieje takie M’, ze P =5 M’ i Q —»5 M.

Jest to jedno z wazniejszych twierdzen rachunku lambda, méwiace o tym, ze relacja
—5 ma wlasnos¢ rombu (ang. diamond property), ktérej notabene nie ma relacja — 4
(czego dowodzi przyklad 1.8). Jesli dopelnienie przechodnio-zwrotne relacji ma wlasnosé
rombu, to méwimy, ze relacja ta jest konfluentna. Powyzsze twierdzenie méwi wiec, ze

relacja — 4 jest konfluentna.
M
7N
p Q
N

Rysunek 2: Wiasnos¢ rombu relacji — .

0]
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Prostym wnioskiem z tego twierdzenia jest fakt, ze kazdy term ma co najwyzej jedng
postaé normalng, to znaczy pozbawiong S-redekséw. Dlaczego co najwyzej, a nie doktadnie?
Na przyklad term

Q= (Az.zz) (A\z. zx)

posiada tylko jeden -redeks, a jego redukcja prowadzi do termu € (co Czytelnik raczy
sprawdzi¢), czyli 2 — 5 . Term €2 nie ma wigc postaci normalnej.
1.2.3. Kombinator punktu statego

Kombinator Y := Af. (Az. f(zz))(Az. f(zz)) nazywamy kombinatorem punktu stalego.
Ma on te ciekawg wlasnosé, ze dla kazdego termu F' € A, zachodzi

F(Y(F)) =5 Y(F),
poniewaz

Y(F) =5 (A\z. F(zz))(Az. F(z2))

Problem 1.10. Znajdz term P taki, ze Px =3 P.

Problem 1.11. Znajdz term P taki, ze Pz =5 xP.

1.2.4. Eta-redukcja

n-redukcja to taka relacja —, w zbiorze terméw A, ze M —, N, gdy n-redeks postaci
Az. Pr w termie M zostaje zastgpiony przez P w termie N, zakladajac = ¢ FV(P).
Bardziej formalnie, jest to najmniejsza relacja w zbiorze A spelniajaca nastepujace
warunki:

1. jesli z ¢ FV(P), to Az. Pz —, P,
2. jesli M —, M’, to
« MN -, M'N,

« NM =, NM,
. )\x.M—>n . M.

Tak jak poprzednio, domknigcie przechodnio-zwrotne relacji —, oznaczamy przez —,.
Ponadto, sume relacji —4 i —, oznaczamy przez —g,, a jej domknigcie przechodnio-
zwrotne przez —»g,.

Twierdzenie 1.12 (Churcha-Rossera dla n-redukgji i fn-redukcji)

Relacje —, oraz — g, sa konfluentne.
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1.2.5. Wyrazalnos¢ algorytmow w rachunku lambda

Liczby naturalne mozemy reprezentowaé¢ w rachunku lambda za pomoca tzw. liczebnikow
Churcha:

n=A\fa. f"(x),
na przyklad
0=A\fz.z,
1= M\fz. f(z),
2 =Mz f(f(z)),
3= Az f(f(f(2))).

Wtedy operacja nastepnika jest reprezentowana przez term
succ = Anfz. f(nfz),

a dodawanie przez term

add = dmnfx.mf(nfz).
Instrukcje warunkowe mozna zaimplementowaé¢ za pomocg terméw
true = \zy. x,
false = A\zy. y,
wtedy instrukcja warunkowa if B then M else N jest reprezentowana przez term
if =ABMN.BMN.
Istotnie,
if true M N —5 (Azy.x) MN —45 M,
if false M N —4 (Ary.y)MN —4 N.
Poréwnanie liczby n do zera mozna zaimplementowaé¢ za pomocg termu
iszero = An.n(Az.false) true.

Problem 1.13. Zdefiniuj w rachunku lambda negacje, koniunkcje, alternatywe oraz
implikacje.

Problem 1.14. Zdefiniuj w rachunku lambda funkcje mnozenia oraz potegowania liczb
naturalnych.

Problem 1.15. Zdefiniuj w rachunku lambda funkcje poprzednika liczby naturalne;j.
Poprzednik zera powinien zwracaé zero.

Problem 1.16. Zdefiniuj w rachunku lambda funkcje obliczajaca n!.

Twierdzenie 1.17 (Kleenea)

Kazda funkcja czeéciowo rekurencyjna jest reprezentowalna w rachunku lambda.

Twierdzenie odwrotne réwniez jest prawdziwe. Funkcje czeSciowo rekurencyjne to do-
ktadnie te funkcje, ktdre sg obliczalne przez maszyny Turinga. Z powyzszego twierdzenia
wynika wiec, ze rachunek lambda jest modelem obliczalnosci réwnowaznym maszynom
Turinga.

10
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1.3. Typowany rachunek lambda

Do rachunku lambda bedziemy chcieli dodaé¢ typy w nastepujacy sposéb. Kazdy term
rachunku lambda bedzie mial przypisany pewien typ, co bedziemy zapisywaé jako M : T,
gdzie M jest termem, a 7 jest typem. Niech A bedzie zbiorem typow atomowych. Zbiér
wszystkich typéw T definiujemy rekurencyjnie:

a€A = a€eT,
o,T€T = (6 —>1)€T,

gdzie druga regula jest konstruktorem typow funkcyjnych. Zakladamy przy tym, ze nie
istniejg typy «, 8,7 € A takie, ze « — 8 = 7. Zamiast pisaé¢ 0 — (7 — p), bedziemy
pisa¢ 0 — 7 — p (operator — jest laczny prawostronnie).

— 0 (Ax)
z:AFx: A
Iz:A-M:B I'FM:(A-B) TFN:A
(A abs) (A app)
T+ Az.M: (A— B) T'MN:B

Rysunek 3: Reguly przypisania typow.

Przyktad 1.18
Niech A = {a}. Wtedy term true = Az. \y. z ma typ & — o — «, poniewaz
(Ax)
r:o,y:abFx:a
(X abs)

rz:akF Ay x:a— a

(X abs)
FAXx. \y.z:a—a—a

Oznaczajac @« — a — « przez B (typ boolowski), mozemy pokazaé, ze term neg true
réwniez ma typ B.

1.3.1. Izomorfizm Curry'ego-Howarda

Pokazany powyzej system typéw mozemy rozszerzy¢ o konstruktory typéw A i V oraz
dodaé¢ do A specjalny typ L, ktéry nie bedzie przypisany zadnemu termowi. Reguly przy-
pisania typow nalezaloby wtedy rozszerzy¢ o odpowiednie zasady konstrukcji i destrukcji
dla tych nowych typow.

Izomorfizm Curry’ego-Howarda to twierdzenie, ktére taczy logike i tak zbudowang
teorig typow. Méwi ono, ze jesli formutom logicznym przypiszemy odpowiednie typy,
a dowodom tych formul przypiszemy odpowiednie termy, to otrzymamy izomorfizm
postaci:

formuta ma dowéd <= typ ma term.

W ten sposéb mozemy przepisaé¢ formute logiczng do postaci typu i udowodnié ja,
konstruujac term tego typu. W tym wlasnie procesie przydaje sie oprogramowanie takie
jak Lean.
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logika intuicjonistyczna typowany rachunek lambda

formula A typ A€ T

dowdéd formuly A term typu A

implikacja typ funkcyjny (—)
formuta niedowodliwa typ nieposiadajacy termu
tautologia typ kombinatora

Tabela 1: Odpowiadajace sobie pojecia w logice i w typowanym rachunku lambda.

2. Podstawy dowodzenia w Lean

Polecam uzywaé¢ VS Code z rozszerzeniem Lean 4 lub Neovim z rozszerzeniem lean.nvim.
Aby rozpoczgé prace, nalezy stworzyé projekt za pomoca

lake new project-name math-lax

ktéry od razu dodaje Mathlib (de facto biblioteke standardows, zawierajaca wiele twier-
dzen z réznych dzialéw matematyki) do wymaganych zaleznosci.

2.1. Sktadnia - bardzo krotki wstep

Péki co nie bedziemy si¢ zaglebiaé w skladnie, a jedynie wymienimy kilka podstawowych
elementéw, ktére postuza nam do w miare swobodnego poruszania si¢ w Leanie (a
przynajmniej jego czeséci dotyczacej dowodzenia twierdzen matematycznych).

Funkcje i state Funkcje (oraz state, ktére sa funkcjami stalej wartosci) definiujemy
za pomocg stowa kluczowego def, na przyktad:

def add (a b : Nat) : Nat :=a + b

definiuje funkcje add, ktéra przyjmuje dwie liczby naturalne (typ Nat) i zwraca ich sume.

Twierdzenia i przyktady Twierdzenia definiujemy za pomoca stowa kluczowego
theorem lub lemma, na przyktad:

theorem add_zero (a : Nat) : add a @ = a := -- dowdd

przy czym uzywanie lemma wymaga dodania Mathliba (import Mathlib.Tactic). Jesli
mamy pewne stwierdzenie (z dowodem), ktérego nie bedziemy uzywac, wigc nie potrzebuje
nazwy, mozemy uzy¢ slowa kluczowego example:

example (a : Nat) : add @ a = a := -- dowdd

Samo sformutowanie twierdzen, lematéw i przykladow jest czesto pewna trudnodcig.
Mozemy byé wiec w sytuacji, gdy chcemy najpierw sformulowaé teze, a jej dowdd
zostawié¢ na pézniej. W takim przypadku nieodzowne bedzie stowo kluczowe sorry, dzigki
ktéremu program si¢ skompiluje (z ostrzezeniem), mimo braku dowodu.
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theorem pow_comm (a b : Nat) : a “ b =Db " a :=
sorry

Oczywiscie, taka teza moze by¢ falszywa (jak powyzej).

Uwaga 2.1 (Plausible)

Istnieje paczka Leana o nazwie Plausible, ktéra pomaga w szybkim szukaniu kontrprzykta-
déw do hipotez. Jej dziatania opiera sig¢ po prostu na losowym prébkowaniu argumentéw
i sprawdzaniu, czy teza zachodzi. Jesli nie, to zwraca znaleziony kontrprzyklad (przez
informacje diagnostyczna bledu kompilacji).

import Plausible

theorem pow_comm (a b : Nat) : a ~ b =Db ~ a := by
plausible

Aksjomaty Czasami bedziemy chcieli wprowadzi¢ pewne aksjomaty, czyli stwierdzenia
przyjmowane bez dowodu. W tym celu uzywamy stowa kluczowego axiom:

axiom add_comm (a b : Nat) : a+ b ="hb + a

Komentarze Komentowaé kod mozna i nalezy nastepujgco:

def foo : Nat := 42 -- to jest komentarz jednowierszowy
/- to jest

komentarz

wielowierszowy -/

Sprawdzenie typu Sprawdzié typ termu (czyli, przez izomorfizm Curry’ego-Howarda,
réwniez wypowiedz twierdzenia), mozemy nastepujaco:

#check Nat -- Nat : Type

#check Nat.add -- Nat.add : Nat - Nat - Nat

#check Nat.add 1 -- Nat.add 1 : Nat - Nat

#check Nat.add 1 2 -- Nat.add 1 2 : Nat

#check Nat.add_comm -- Nat.add_comm (n m : Nat) : n+m =m+ n

Problem 2.2. Skoro Nat jest typu Type, to jaki jest typ Type? Jaki jest typ tego typu?

Ewaluacja funkcji Czasami, zamiast dowodzié¢ twierdzen, bedziemy chcieli po prostu
obliczyé¢ warto$é pewnej funkcji. Mozemy to zrobié tak:

#eval Nat.add 2 3 -- 5

Operatory potoku i odwréconego potoku Jak na porzadny jezyk programowania
przystato, Lean posiada operatory umozliwiajace kontrole kolejnosci ewaluacji wyrazen.
Operatory <| i |> zachowujg si¢ tak samo jak w F# czy Elm, sam operator |> znajdziemy
réwniez w Elixirze czy OCamlu. W Haskellu odpowiadaja one odpowiednio operatorom
$ i & Przyklady uzycia:
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#eval Nat.add 1 (Nat.mul 2 3) -- 7
#eval Nat.add 1 <| Nat.mul1 2 3 -- 7
#eval Nat.mul 2 3 |> Nat.add 1 -- 7

2.1.1. Tryby dowodzenia

Dowodzac twierdzenie, lemat, czy przyklad, mozemy wybraé jeden z dwoch trybéw:

o tryb termowy (ang. term mode), w ktérym dowdd jest pojedynczym (potencjalnie
dlugim) termem,

o tryb taktyczny (ang. tactic mode), w ktérym dowdd jest ciggiem taktyk modyfikuja-
cych stan dowodu.

Pierwszy jest zblizony do rachunku lambda, drugi bardziej przypomina tradycyjne
dowodzenie matematyczne. Czesto proste fakty tatwiej udowodnié w trybie termowym,
a bardziej zlozone w trybie taktycznym. Oto przyklad dowodu (a wlasciwie zastosowania
twierdzenia) w obu trybach:

-- term mode (aplikacja 2a i 2b do twierdzenia Nat.add_comm)

example (a b : Nat) : 2 xa+2*b=2%b+2x%a := Nat.add_comm (2 * a) (2 * b)
-- tactic mode (po by nastepuje taktyka rw)

example (a b : Nat) : 2 xa+ 2% b=2%b+2%a :=by rw [Nat.add_comm]

2.1.2. Argumenty i ich rodzaje

Czytelnik juz zapewne zdazyl zauwazyé, ze twierdzenia w Leanie zazwyczaj przyj-
mujg argumenty. Na przyktad w twierdzeniu Nat.add_comm mamy argumenty (n : Nat)
i(m : Nat), zapisywane jako (n m : Nat). Takimi argumentami bedg réwniez zalozenia
twierdzenia, na przyklad w:

theorem tw (a : Nat) (b : Nat) (c : Nat) (hy : a<b) (h, : b<c) : a<c :=sorry

Chcac uzy¢ takiego twierdzenia, musimy podaé wszystkie argumenty, np.

axiom one_lt_two : 1 < 2
axiom two_lt_three : 2 < 3

#check tw 1 2 3 one_lt_two two_lt_three

Widaé tutaj wigc pewng redundancje — argumenty a, b i ¢ sg w pelni okreslone przez
zatozenia h; i h,. Aby tego unikngé, Lean pozwala na definiowanie argumentéw implicit,
czyli takich, ktére mogg by¢ pominigte przy wywoltywaniu danej funkcji lub twierdzenia.
W tym celu uzywamy nawiaséw klamrowych zamiast okraglych:

theorem tw {a : Nat} {b : Nat} {c : Nat} (hy : a <b) (h, : b<c) : a<c :=sorry

Teraz mozemy uzy¢ tego twierdzenia jako

#check tw one_lt_two two_lt_three

Oprécz argumentéw explicit i implicit Lean pozwala na definiowanie argumentéw
instance implicit oraz strict implicit, oznaczanych odpowiednio przez [...| oraz {...}.
Zajmiemy sig¢ nimi pézniej.
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2.1.3. Typy Sort, Type i Prop

W ramach problemu 2.2 Czytelnik miat okazje zastanowié sie nad typami Type, Type 1,
Type 2 itd. Sa one czgscig nieskoniczonej hierarchii typéw Sort u, gdzie u jest zmienng
uniwersalng oznaczajaca poziom uniwersum. Typ Sort u jest wiec typu Sort (u + 1).
Type u jest synonimem dla Sort (u + 1), a Prop jest synonimem dla Sort 0.

Skad takie przesunigcie? Typy typu Type u (a wigc sorty poziomu co najmniej 1)
strzymaja” pewne obiekty matematyczne, np. term (liczba) 1 jest ,trzymana” przez typ
Nat : Type 0. Typy typu Prop (czyli sorty poziomu 0) nie ,trzymaja” nic. Tego typu
beda wiec twierdzenia, od ktérych nie wymagamy (albo nawet nie chcemy), zeby trzymaly
swoj dowdd (proof irrelevance).

2.2. Rachunek zdan i pierwsze taktyki

Od tego miejsca bedziemy stosowaé logike klasyczng. Jak Lean radzi sobie z rozbiezno-
$ciami miedzy logika intuicjonistyczng a klasyczng? Definiuje aksjomat wyboru:

axiom Classical.choice {a : Sort u} : Nonempty a - a,

z ktorego nastepnie, dzigki twierdzeniu Diaconescu, wyprowadza prawo wylaczonego
$rodka Classical.em oraz wiele innych praw logiki klasycznej, jak chociazby silne prawo
podwodjnego przeczenia Classical.not_not. Nizej omawiane taktyki Leana korzystaja
z tych aksjomatow, gdy jest to konieczne.

Taktyki intro, exact i apply Je$li cel dowodzenia znajduje si¢ wéréd zalozen, to
wystarczy go wskazac¢ za pomocy taktyki exact. Jedli cel jest w postaci P > Q, to mozemy
uzy¢ taktyki intro, aby wprowadzi¢ do dowodu zalozenie P i zmienié cel na Q.

example {P : Prop} (h : P) : P := by
exact h

example {P : Prop} : P > P := by
intro h
exact h

Jedli celem jest Q, a mamy wérdd zalozen P > Q, to mozemy uzy¢ taktyki apply, aby
zmienié cel na P. Mozemy stosowaé¢ réwniez aplikacje znang z typowanego rachunku
lambda.

example {P Q : Prop} (hys : P> Q) Chy : P) : Q := hy
apply h:
exact h,

example {P Q : Prop} (hy : P> Q) (hy : P) : Q := by
exact h; h,

Koniunkcja W Lean istnieje struktura And, ktérej jedynym konstrukturem jest
And.intro {a b : Prop} (left : a) (right : b) : a A b.

Jako ze And.intro ma typ a » b - a A b, to $§wietnie nadaje si¢ do uzycia z apply,
ktére wprowadzi dwa cele (do rozwiazania jeden po drugim).

Jesli chcemy w ten sposéb uzyé konstruktora dowolnej struktury, to mozemy uzyé
taktyki constructor.
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example {P Q : Prop} (hp : P) (hg : Q) : P A Q :
apply And.intro
- exact hp
- exact hq

by

example {P Q : Prop} (hp : P) (hg : Q) : P A Q :
constructor
- exact hp
- exact hq

by

example {P Q : Prop} (h : PA Q) : P := by
exact h.left

Réwnowaznos¢ Struktura Iff, ktéra reprezentuje réwnowaznosé logiczng, ma kon-
struktor

Iff.intro {a b : Prop} (mp : a > b) (mpr : b > a) : a e b,

gdzie pierwszy argument to modus ponens (a = b), a drugi to modus ponens reversed
(b = a). Sposéb uzycia jest analogiczny jak w przypadku koniunkcji. Na przyklad

example {P Q : Prop} (h : P Q) : Q > P := by
exact h.mpr

Alternatywa Istnieje rowniez struktura Or, ktérej konstruktorami sg
int {fa b : Propr (h : a) : avb
oraz
inr {a b : Prop} (h : b) : av b.

Aby ich uzyé, skorzystamy z taktyki cases lub rcases (ktére rekurencyjnie wywoluje
cases zgodnie z podanym wzorem).

example {P Q R : Prop} (hpg : P v Q) Chpr : P> R) (hgr : Q > R) : R :
cases hpg with
| inl hp =>
apply hpr
exact hp
| inr hg =>
apply hqgr
apply hqg

by

example {P Q R : Prop} (hpg : P v Q) Chpr : P> R) (hgr : Q > R) : R :
rcases hpg with hp | hqg
- apply hpr
exact hp
- apply hqgr
apply hq

by

Taktyka rcases moze si¢ przydaé¢ réwniez przy koniunkcjach i bardziej zlozonych
zdaniach, na przyklad:
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example {P Q RS : Prop} (h : SARAPVSA(CQAR):R:=hy
rcases h with (_, hr, _) | (_, (_, hr))
- exact hr
- exact hr

Jesli alternatywa jest naszym celem, a nie zalozeniem, to przydatne beda taktyki left
i right.

example {P Q : Prop} (h : P) : P v Q := by
left
exact h

Uwaga 2.3

Doktadniej, taktyka constructor uzywa pierwszego pasujacego konstruktora struktury,
a taktyki left i right uzywaja odpowiednio pierwszego i drugiego konstruktora struk-
tury, ktéra ma dokladnie dwa konstruktory. Nie sg one przypisane do struktur And i Or.
W szczegblnodci, zamiast Left zawsze mozna uzywaé constructor, ale sensowno$é takiego
dzialania pozostawiamy do oceny Czytelnikowi.

Negacja Podobnie jak w IRZ, -P definiujemy jako P > False, gdzie False jest typem
bez terméw (i bez konstruktora). Bardzo latwo jest wiec dowiesé, ze —(P A —P).

example (P : Prop) : -(P A -P) := by
intro h
exact h.right h.left

7Z falszu mozemy oczywiscie dowie$é wszystko. W Leanie ex falso quodlibet jest realizo-
wane przez False.elim lub absurd.

example {P Q : Prop} (h : P) (nh : =P) : Q := by
exact False.elim (nh h)

example {P Q : Prop} (h : P) (nh : =P) : Q := hy
exact absurd h nh

Taktyki assumption, contradiction, trivial oraz operator <;> Ponizszy przyklad
(reguta modus tollendo ponens) Czytelnik powinien juz by¢ w stanie zrozumieé. Pokazemy,
jak udowodnié go troche prosciej.

example {P Q : Prop} (h : P v Q) (not_p : =-P) : Q := by
rcases h with hp | hqg
- exact False.elim (not_p hp)
- exact hq

Zamiast exact hg mozemy uzyé taktyki assumption, ktéra sprawdza, czy cel jest
wéréd zalozen (nie musimy go wskazywad). Zamiast False.elim mozemy uzyé taktyki
contradiction, ktéra sprawdza, czy wsréd zalozen znajdujg sie dwa trywialne sprzeczne
stwierdzenia.
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example {P Q : Prop} (h : P v Q) (not_p : -P) : Q := by
rcases h with hp | hqg
- contradiction
- assumption

Jesli nie uzywamy wprowadzonych zalozeni (w przykladzie hp i hq), to nie musimy ich
nazywaé — dalej bedg one dostepne dla taktyk assumption i contradiction.

example {P Q : Prop} (h : P v Q) (not_p : -P) : Q := by
cases h
- contradiction
- assumption

Istnieje réwniez taktyka trivial, ktéra prébuje rozwigzaé cel uzywajac kilku prostych
taktyk, jak assumption, contradiction czy rfl (uzyteczna przy réwnosciach).

example {P Q : Prop} (h : P v Q) (not_p : -P) : Q := by
cases h
- trivial
- trivial

Jesli chcemy uzy¢ tej samej taktyki dla réznych przypadkéw, to mozemy uzyé <;>
w nastepujacy sposob:

example {P Q : Prop} (h : P v Q) (not_p : -P) : Q := hy
cases h <;> trivial

Problem 2.4. Zrobié¢ pierwszy zestaw zadan:

-- Zadanie 1
example {A B CD : Prop} (hy : A>B) (h, : B>C) (hs : C>D) : A>D := sorry

-- Zadanie 2
example (P Q R : Prop) Chy : PA Q) Ch, : P>R) : R := sorry

-- Zadanie 3
theorem modus_tollens {P Q : Prop} (hy : P> Q) (h, : =-Q) : =P := sorry

-- Zadanie 4
example {P Q : Prop} (h : -(P v Q)) : -P A -Q := sorry

-- Zadanie 5
example {P Q : Prop} (h : =P A -Q) : -(P v Q) := sorry

-- Zadanie 6
example (A B CDE : Prop) (hy : AAB) (h, : B> -CAaD) (hs : E>C) : -E := sorry

-- Zadanie 7
example {P : Prop} : ((P > P) > P) > P := sorry

-- Zadanie 8
-- Pokaz, Ze system logiczny oparty na logice klasycznej z aksjomatem A jest trywialny.

axiom A {P : Prop} : (((P >P) >P)>P)>P

example {Q : Prop} : Q := sorry
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2.3. Przeksztatcenia algebraiczne i rownosci

Jedli nasz cel jest trywialng réwnoscia, mozemy uzyé taktyki rfl (od ang. reflexivity).

example (a : Nat) : a = a := hy
rfl

example : 1 + 1 = 2 := by
rfl

Jesli nasz cel nie jest réwnoscia, ale wymaga jedynie obliczenia, a nie dowodu (jak
w drugim przykladzie powyzej), wystarczy uzyé taktyki decide.

example : 2 *x 3 + 1 > 4 := hy
decide

Czesto jednak bedziemy chcieli uzyé jakiejé réwnosci do zmiany fragmentu bardziej
skomplikowanej formuty. W tym celu mozemy uzy¢ taktyki rewrite, lub rw, ktéra dziata
jak rewrite, ale prébuje uzyé jeszcze rfl.

example (h : a =b) : a’3 +1 = b3 + 1 := hy
rewrite [h]
rfl

example (h : a =b) : a*3 +1 = b3 + 1 := by
rw [h]

Domysélnie te taktyki przepisuja lewa strone réwnosci na prawa. Aby przepisa¢ w druga
strone, nalezy uzy¢ ¢« przed nazwg réwnosci.

example {a b c : Nat} (hy : 2 * b =2a) (h, : b=2%¢) :a=4%*c :=hy
rewrite [¢hq]
rewrite [h,]
rewrite [¢<Nat.mul_assoc]
rfl

example {a b c : Nat} (hy : 2 *x b =a) (h, : b
rw [¢hy, h,, ¢Nat.mul_assoc]

2%c) :a=4xc := by

Jedli chcemy przepisaé nie czeéé celu, a ktéregos$ z zalozen, wystarczy go wskazaé za
pomocag at. Mozemy tez przepisywacé kilka formut naraz, oddzielajac je spacjami, gdzie
cel oznaczamy przez .

example {a b c : Nat} (hy : 2 * b =2a) (h, : b=2%¢) :a=4x*c :=hy
rw [h,, ¢Nat.mul_assoc] at hi
rw [hy]

example fa b : Nat} (h_eq : a=b + 1) (h:a+b=4):2%a=5 :=hy
rw [h_eq]l at h +
rw [Nat.two_mul]
rw [¢Nat.add_assoc (b + 1) b 1]
rw [h]

Bardzo czesto bedziemy chcieli udowodnié najpierw jakis cel posredni, zeby nastepnie
wykorzystaé go do udowodnienia gtéwnego celu. W takiej sytuacji nie trzeba definiowaé
nowego lematu, a wystarczy uzy¢ taktyki have.
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example {a : Nat} : a *2 +1=2%a+ 1 := by
-- hs, ho, hsz to identyczne zatozenia
have hy : a * 2 =2 % a := by rw [Nat.mul_comm]
have h, : a * 2 = 2 * a := Nat.mul_comm a 2
have hz := Nat.mul_comm a 2
apply Nat.add_left_inj.mpr
assumption

Takie zalozenie dzialta jak kazde inne twierdzenie, mozemy je wigc udowodnié¢ w trybie
termowym lub taktycznym. Jesli udowadniamy je w trybie termowym, to oczywiécie nie
musimy nawet formutowaé jego pelnej tresci. Mozemy po have nie daé zadnej nazwy,
wtedy Lean automatycznie nazwie to zalozenie this.

2.4. Rachunek kwantyfikatorow

Kwantyfikator uniwersalny Z kwantyfikatora V korzystaliémy juz wielokrotnie,
chociaz niebezposrednio. Na przyktad twierdzenie Vx € N(z 4+ 0 = x) zapisywaliSmy jako

theorem add_zero (x : Nat) : x + @ = X := sorry

Mozemy je réwniez zapisaé¢ i udowodnié jako

theorem add_zero' : ¥V x : Nat, x + 8 = x := by
intro x
exact add_zero x

korzystajac z poznanej juz taktyki intro. Przeciwienstwem intro w tym kontekscie jest
taktyka revert, ktora przenosi podang zmienng z zatozen do kwantyfikatora V w celu.

Kwantyfikator egzystencjalny Formuly z kwantyfikatorem 3 najlepiej dowodzi¢ za
pomocy dostepnej w Mathlib.Tactic.Use taktyki use.

example : 3 n : Nat, n > 1000 := by
use 1001
decide

Problem 2.5. Dowiedzieé sig, jak dziata kwantyfikator 3! w Leanie (zdefiniowany w pliku
Mathlib.Logic.ExistsUnique).

Problem 2.6. Zrobi¢ drugi zestaw zadan:

import Mathlib.Logic.ExistsUnique

-- Zadanie 1
example {x y : Nat} (h; : x

y+2) (hy, : y=3) : x<6:

sorry

-- Zadanie 2
example {k : Nat} (h : 15 = k * 3) : 10 < 3 * k := sorry

-- Zadanie 3
example {x y : Nat} (hx : O

AN

x) (hy : @ <y) : 0 <x %y :=sorry
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-- Zadanie 4
example : 3! n : Nat, n » 2 = 9 := sorry

-- Zadanie 5
example {x y : Nat} (h_eg : 3 * x = 9) (h_1t : 2 *y <8) : y *x 2% x * 3 <100 := sorry

-- Zadanie 6
example (mn : Nat) Chy :m>n) Ch, : n>2m) : n=m:= sorry

-- Zadanie 7
axiom one_eq_two : 1 = 2

example : 2 = 3 := sorry

2.5. Taktyki automatyzujgce dowodzenie

Lean posiada wiele taktyk automatyzujacych dowodzenie, z ktérych najwazniejsze omé-
wimy w tej sekcji.

ring Udowodnijmy, ze dla kazdych a,b € N zachodzi (a + b)? = a® + 2ab + b2.

example {a b : Nat} : (a + b)"2 = a”2 + 2 % a * b + b"2 := by

rw [Nat.pow_two]

rw [Nat.mul_add]

rw [Nat.add_mul]

rw [Nat.add_mul]

rw [<Nat.pow_two]

rw [<Nat.pow_two]

rw [¢Nat.add_assoc]

rw [Nat.mul_comm]

rw [Nat.add_assoc (a"2)]
rw [<Nat.two_mul]

rw [Nat.mul_assoc]

Aby udowadniaé¢ podobne tozsamo$ci w pierscieniach przemiennych oraz polpierscie-
niach przemiennych (na przyklad w N), mozemy uzy¢é taktyki ring.

import Mathlib.Tactic.Ring

example {a b : Nat} : (a + b)"2 = a”2 + 2 *xa * b + b"2 := by
ring

Jesli nie chcemy od razu udowadniaé réwnosci, a jedynie uproscié cel (np. nieréwnosc),
zamiast ring mozemy uzy¢ taktyki ring_nf (od ang. normal form).

simp Lean posiada taktyke simp, ktéra upraszcza cel (lub zalozenie) za pomoca zbioru
predefiniowanych regut. Na przyktad

example {n : Nat} : n |l 1en =1 := by
exact Nat.dvd_one

mozemy udowodnié tez jako

example {n : Nat} : n |l 1o n =1 := by

simp
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poniewaz twierdzenie Nat.dvd_one jest poprzedzone atrybutem @[simpl przy swojej
definicji, a wiec tym samym dodanym do zbioru regul uzywanych przez simp.

@[simp] theorem Nat.dvd_one in : Nat} : n | 1o n =1

Twierdzenia otagowane przez @[simp] powinny byé w postaci A = B lub A < B,
wtedy Lean zastapi kazde wystapienie A przez B (nie odwrotnie). Zaréwno sam Lean,
jak i Mathlib posiadajg wiele takich twierdzen. Mozemy réwniez sami je dodawac;
nalezy jednak przy tym uwazaé — takie twierdzenie powinno zawsze upraszczaé formute,
prowadzac ja do pewnego rodzaju postaci normalnej.
Zamiast prostego simp mozemy uzy¢ dowolnego z jego wariantéw:
e simp [a, bl, ktéry uzywa lematéw oznaczonych przez @[simp] oraz dodatkowo
podanych a i b,
e simp [«al, ktéry uzywa lematéw oznaczonych przez @[simp] oraz a w odwrotng
stroneg,
e simp [-al, ktéry uzywa lematéw oznaczonych przez @[simp] z wyjatkiem a,
e simp [*], ktory uzywa lematéw oznaczonych przez @[simp] oraz wszystkich do-
stepnych w lokalnym kontekscie,
e simp at h, ktéry upraszcza zaltozenie h,
e simp only [a, bl, ktéry uzywa tylko podanych lematéw a i b.

Uwaga 2.7

Poniewaz z kazdg aktualizacjg Leana i Mathliba zbidr regut uzywanych przez simp moze
sig zmieniaé, nie powinno si¢ uzywaé simp w srodku dowodu. Mozna uzywaé go na koncu,
poniewaz zakladamy, ze simp nie zacznie dzialaé gorzej.

W érodku dowodu mozna uzyé simp only [...]. Jedli nie wiemy, jakich dokladnie
twierdzen chcemy uzyé, mozemy uzyé simp?, ktéra podpowie nam, jakie reguly zostaly
uzyte do uproszczenia formuty.

omega Taktyka omega uzywa testu omega W. Pugha. Jest uzyteczna do udowadniania
nieréwnosci liniowych z liczbami catkowitymi i naturalnymi.

example {x y : Nat} : x <y vy <x := by
omega

example {x : Int} (h1 : 0 < x) (h2 : x < 1) : False := by
omega

linarith Taktyka linarith réwniez stuzy do udowadniania nieréwnoéci liniowych, ale
raczej na liczbach rzeczywistych i wymiernych. Na liczbach naturalnych i caltkowitych
réwniez dziata, ale jest mniej skuteczna niz omega.

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic.LlLinarith

example {xy : RF (h : x <y) : x -1<y := by
linarith

example {x y : R} (hy : x <4) (hy : y <4) : x+y <10 := by
linarith
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nlinarith Taktyka nlinarith dziala tak jak linarith, ale potrafi tez rozwigzaé niektére
nieliniowe problemy arytmetyczne.

import Mathlib.Data.Real.Basic
import Mathlib.Tactic.Linarith

example {x : R} (hy : x < 4) (hy, : x >0) : x » 2 <16 := by
nlinarith

3. Studia przypadkéw

W ten sekcji zajmiemy wykazaniem kilku ciekawych faktéw matematycznych. Kazdy
z tych przykladéw bedzie okazja do zaznajomienia sie z pewnym fragmentem Mathliba
oraz poznania nowych konstrukcji sktadniowych i taktyk Leana.

3.1. Zbior z relacjg rownowaznosci

Cele (czego sie hauczymy?)
Struktury, klasy typéw, instancje.

Definicja 3.1 (relacja réwnowaznosci). Relacje ~ nazywamy relacja réwnowaznosci, jesli
spelnia nastepujace warunki dla dowolnych a,b,c € A:

e a~ a (zwrotnosé),

o jeslia ~ b, to b ~ a (symetrycznosé),

o jeSlia ~ boraz b~ ¢, to a ~ ¢ (przechodnio$c).

W jezyku angielskim zbiér z relacja réwnowaznosci nazywa sie setoid i tej wladnie
nazwy bedziemy uzywadé. Sformalizujemy w Leanie ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.2
Setoidem jest para (Z2,~), gdzie (z1,y;) ~ (74, y5) wtedy i tylko wtedy, gdy

Ty + Y =Tyt Yo

Zdefiniujemy teraz swojg pierwszg strukture w Leanie.

structure Point where
x : Int
y : Int

Elementy struktury tworzymy za pomocg jednego z trzech sposobéw:

def p := ({0, 1) : Point) -- lub def p : Point :
def g := Point.mk 1 0 -- lub def q : Point :
def r : Point := { x :=1, y :=1}

W Leanie istnieja klasy typow (ang. type classes), ktére sg troche jak interfejsy w Javie
czy C#, ale z pewnymi réznicami. Miedzy innymi: mozna dodawaé instancje klasy typow
do istniejgcego typu bez jego modyfikacji, istniejg parametryzowane klasy typéw, klasy
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typow mogg dziedziczy¢ po innych klasach typow, klasy typéw mogg by¢ instancjonowane
automatycznie lub w wyniku dowodzenia.

Udowodnienie, ze para (Point, ~) jest setoidem bedzie polegalo wladnie na zdefiniowa-
niu instancji klasy typéw Setoid dla typu Point.

instance : Setoid Point where
rab :=a.x+a.y =b.x+b.y
iseqv := hy
constructor
- -- refl (zwrotnos$é, reflexivity)
intro p
rfl
- -- symm (symetrycznos$é, symmetry)
intro p g
intro h
rw [h]
- -- trans (przechodniosé, transitivity)
intropgr
intro h; h;,
rw [hy, h3l

Pola r oraz iseqv odpowiadaja odpowiednio relacji réwnowaznoéci oraz dowodowi, ze
jest to relacja réwnowaznosci. Alternatywny, krétszy zapis dowodu pokazano ponize;j.

instance : Setoid Point where

rab:=a.x+a.y="hbx+b.y
iseqv := {

refl := by intro p; rfl

symm := by intro p g h; rw [h]

trans := by intro p g r hy hy; rw [hy, hy]
}

Teraz mozemy uzywacé relacji ~ na elementach typu Point i korzysta¢ z jej wlasnodci.

example : p = q := by
rfl

3.2. Grupa abelowa

Cele (czego sie nauczymy?)

Typy zalezne, koercja typéw, inferencja klasy typéw, taktyki change, unfold, field_simp,
infer_instance.

Definicja 3.3 (magma). Niech R bedzie zbiorem niepustym oraz - : R Xx R — R
dzialaniem wewnetrznym na R. Pare (R, ) nazywamy wtedy magma lub grupoidem.

Definicja 3.4 (pé6igrupa). Magma (R, -) jest polgrupa, jesli dzialanie - jest laczne, tzn.
dla dowolnych a, b, c € R zachodzi

(@-b)-c=a-(b-c).

Definicja 3.5 (monoid). Pélgrupa (R,-) jest monoidem, jesli istnieje element neutralny
e € R, tzn. dla dowolnego a € R zachodzi
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Definicja 3.6 (grupa). Monoid (R,-) jest grupa, jesli dla dowolnego a € R istnieje
element odwrotny a~! € R, tzn. zachodzi

Definicja 3.7 (grupa abelowa). Grupa (R, -) jest grupa abelowsa, jedli dzialanie - jest
przemienne, tzn. dla dowolnych a,b € R zachodzi

a-b=b-a.

Warunek przemiennosci mozemy wprowadzi¢ na dowolnym poziomie, tworzac magmy,
pélgrupy czy monoidy przemienne (abelowe).

Bedziemy chcieli udowodnié, ze pewna przykladowa struktura jest grupg abelows.

Twierdzenie 3.8
Grupg abelowa jest para (A, x), gdzie A = Q\ {1}, a dzialanie % jest zdefiniowane
jako

axb=ab—a—b+ 2.

Czytelnik powinien w tym momencie udowodnié to twierdzenie na kartce.
Zacznijmy od zdefiniowania dzialania x. Najlatwiej bedzie to zrobi¢ w ten sposéb, ze
zdefiniujemy specjalny typ A, a dzialanie x jako mnozenie na tym typie.

import Mathlib.Data.Rat.Init

def A : Type := {x : Q // x # 1}

Po raz pierwszy spotykamy sie z podtypami (ang. subtypes), ktére pozwalaja nam
definiowaé typy jako inne typy z dodatkowym warunkiem. Aby skonstruowaé element
podtypu, musimy podaé element typu bazowego oraz dowdd spelnienia warunku. Na
przyktad, aby skonstruowaé element 0 : A, napiszemy:

#check ({(@, by decide) : A)

Element podtypu jest automatycznie wyposazony w wiele przydatnych pdl, w tym wartosé
i twierdzenie o spelnianiu warunku. Warto zauwazyé, ze a : Q =0: Q < a: A=1b: A.
Takie twierdzenie tez jest oczywiscie dostepne.

def a0 := ({0, by decide) : A)

#check a0.val -- Tal@ : Q
#check a0.prop -- a0 # 1
#check al@.coe_inj -- Ta = Th ©a =0b

Strzatka w gére oznacza tutaj koercje (rzutowanie) typu z podtypu na typ bazowy.
Zdefiniujmy dziatanie %, péki co na liczbach wymiernych.

defop (ab :0Q) : 0 :=axb-a-b+2

Teraz mozemy pokazaé, ze (A, *) jest magma, tzn. ze ax b € A dla dowolnych a,b € A.
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lemma op_ne_one fa b : QF (ha : a #1) (hb : b #1) : opab #1:=hy
intro h
unfold op at h
have : (a - 1) * (b - 1) = 0 := by linarith

rcases mul_eq_zero.mp this with ha' | hb'

- have : a = 1 := by linarith
contradiction

- have : b = 1 := by linarith
contradiction

UzyliSmy tutaj taktyki unfold, ktora rozwija definicje op w danym miejscu.

Majac powyzszy lemat, mozemy juz stwierdzié, ze (A, *) rzeczywiscie jest magma. W Le-
anie magma multiplikatywna jest nazwana po prostu Mul, wiec wystarczy zdeklarowaé
instancje tej klasy typow dla naszego podtypu.

instance : Mul A where
mul a b := (op a.val b.val, op_ne_one a.prop b.prop)

Teraz chcemy udowodnié, ze (A, *) jest nie tylko magma, ale i podgrupa, czyli ze
jest taczne. Jest to nawet prostsze niz na karce.

import Mathlib.Tactic.Ring

instance : Semigroup A where
mul_assoc a b ¢ := by
apply Subtype.ext
change op (op a.val b.val) c.val = op a.val (op b.val c.val)
unfold op
ring

MusieliSmy uzy¢ tutaj twierdzenia
Subtype.ext {p : a > Prop} {al a2 : { x // p x }} : Ttal = Ta2 > al = a2

oraz nowej taktyki, change, ktéra pozwala nam zmienié¢ cel na réwnowazny z definicji.

Teraz pokazemy, ze (A,x) jest monoidem, czyli ma element neutralny. W tym celu
nalezy powiedzieé, ze typ A ma jedynke (réwng 2), a nastepnie, ze ta jedynka istotnie
jest elementem neutralnym, tzn. 2 x a = a x 2 = a dla kazdego a € A.

instance : One A where
one := (2, by decide)

instance : Monoid A where
one_mul a := hy
apply Subtype.ext
change op 2 a.val = a.val
unfold op
ring
mul_one a := hy
apply Subtype.ext
change op a.val 2 = a.val
unfold op
ring

Aby pokazaé, ze (A,*) jest grupa, trzeba najpierw udowodnié, ze a=! = 45 € A,
wskazaé¢ wzér na odwrotnoéé, a na koncu pokazaé, ze istotnie spelnia on a=ta = 2.
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import Mathlib.Tactic.FieldSimp
import Mathlib.Tactic.Linarith

lemma op_inv_ne_one {a : @} (ha : a #1) : a/ (a - 1) #1 := by

intro h

have a_sub_one_ne_zero : a - 1 # @ := sub_ne_zero.mpr ha
have := (div_eq_one_iff_eq a_sub_one_ne_zero).mp h
linarith

instance : Inv A where
inv a := (a.val / (a.val - 1), op_inv_ne_one a.prop)

instance : Group A where
inv_mul_cancel a := hy
apply Subtype.ext
change op (a.val / (a.val - 1)) a.val = 2
unfold op
field_simp
have : (a.val - 1) / (a.val - 1) =1 := by
have a_sub_one_ne_zero : a.val - 1 # 0 := sub_ne_zero.mpr a.prop
exact div_self a_sub_one_ne_zero
rw [this]
ring

UzyliSmy tutaj taktyki field_simp, ktéra probuje sprowadzié¢ wyrazenia do wspolnego
mianownika.
Na koniec zostalo pokazaé przemiennosé x.

instance : CommGroup A where
mul_comm a b := by
apply Subtype.ext
change op a.val b.val = op b.val a.val
unfold op
ring

Z tych wszystkich wlasno$ci mozemy wyprowadzié¢ inne fakty, np. ze (A, *) jest prze-
miennym monoidem z wlasnoscia skracania (ac = bc = a = b). Jest to oczywiste, ale
o tyle ciekawe, ze nie kazdy monoid przemienny ma wlasno$é¢ skracania (np. (N,-)) i nie
kazdy monoid przemienny z wlasnoscia skracania jest grupa (np. (N, +)). W Leanie takie
instancje mozna inferowac przy pomocy infer_instance.

instance : CancelCommMonoid A := by
infer_instance

Whbrew pozorom, nie bedziemy z tego czesto korzystaé, bo Lean automatycznie pro-
buje inferowaé instancje w momencie, kiedy jest to konieczne (np. przy aplikacji do
twierdzenia).

Warto wiedzieé, ze zamiast budowaé dowdd krok po kroku, mozna od razu stworzyé
duzg deklaracje instance : CommGroup A, w ktérej nalezy udowodnié¢ kazdg konieczng
wlasnosé.

Problem 3.9. Zrobié trzeci zestaw zadan:

import Mathlib.Data.Rat.Init
import Mathlib.Data.Real.Basic
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-- Zadanie 1
example {x : R} (hx : @ < x) : 2 < x +1 / x := sorry

-- Zadanie 2

-- Udowodnié, ze (A, op) jest grupg przemienng.
def A := {x : Q0 // -1 < x A x < 1}

def op (ab :0Q) :=(a+b)/ (1+axh)

instance : CommGroup A := sorry

3.3. Réwnanie funkcyjne

Cele (czego sie hauczymy?)
Stowo kluczowe obtain, taktyki specialize, funext, refine, simpa.

Zajmiemy sie teraz pewnym zadaniem, ktore pojawito sie na shortlicie Migdzynarodo-
wej Olimpiady Matematycznej w 2013 roku (zadanie N1). Oryginalnie nalezalo znalez¢
wszystkie rozwigzania rownania funkcyjnego, ale my ograniczymy sie do pokazania, ze
podane rozwigzanie jest jedynym mozliwym.

Twierdzenie 3.10
Funkcja f(x) = x jest jedyna funkcja f: N, — N_ spelniajaca

m? + f(n) | mf(m) +n

dla wszystkich m,n € N_.

Jako ze dowdd moze byé trudniejszy, niz w poprzednich przyktadach, najpierw przedsta-
wimy go w jezyku naturalnym.

Dowdd. Latwo sprawdzié, ze f(x) = x spelnia warunek zadania. Pokazemy teraz, ze jest
to jedyne rozwiazanie.
Podstawmy m = n = 2. Otrzymujemy

44 f(2) | 2f(2)+2

Z tego wynika, ze istnieje k € N, takie, ze

B+ f(2) = 24(2) + 2

4k 1 kf(2) = 2f (2) +2

(k- 2)f(2) =2
ﬂm=2‘?,

z czego wynika k = 1, wiec dostajemy f(2) = 2.
Teraz podstawmy m = 2. Otrzymujemy

44 f(n)|2f(2)+n
44+ f(n)|4+n,

wige f(n) <n
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Na koniec podstawmy m = n. Otrzymujemy

n?+ f(n) | nf(n) +n
n® + f(n) <nf(n)+n
nn—1) < f(n)(n—1).

Jesli n = 1, to oczywiscie f(1) = 1. Je$li n # 1, to mozemy podzieli¢ przez n — 1
i otrzymujemy n < f(n). Ostatecznie mamy f(n) = n dla kazdego n € N,. O

Sformalizowane twierdzenie wyglada nastepujaco.

import Mathlib.Data.PNat.Basic

example {f : N+ > N+} : (W mn : N+, m*m+Ffnlm*Ffm+n)ef=1i1d := sorry

Funkcja id to funkcja identycznoSciowa, to znaczy id(z) = = dla kazdego x.

Chcemy pokazaé réwnowazno$é, wigc musimy udowodnié¢ oba kierunki. Mozemy wiec
uzyé taktyki constructor, ktéra tworzy dwa cele do udowodnienia (z czego jeden bedzie
bardzo prosty).

example {f : N+ > N+} : (Y mn : N+, m*m+Ffnlm*x+Ffm+n)oef=141d := by
constructor
- intro h
sorry -- dowdd trudniejszego kierunku
- intro h
simp [h]

Zacznijmy od pokazania, ze f(2) = 2. Aby to zrobié, nalezy podstawi¢ m = n = 2,
ktére mozna oczywiscie zrealizowaé¢ za pomoca have oraz aplikacji, ale my uzyjemy
taktyki specialize.

have f2_eq_2 : f 2 = 2 := by
-=-h:V(mn:N+), m*m+Ffnl m*Ffm+n
specialize h 2 2
cch:2%2+F212%Ff2+2
sorry

Teraz musimy skorzystaé¢ z faktu, ze a | b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje c takie,
ze b = ca. W Leanie takie twierdzenie jest dostepne jako exists_eq_mul_left_of_dvd.
Czytelnik powinien zwrdcié uwage na jego doktadne sformutowanie — korzystamy z faktu,
ze (N, -) jest polgrupg przemienny.

have f2_eq_2 : f 2 = 2 := by
specialize h 2 2
have := exists_eq_mul_left_of_dvd h
--this : 3¢, 2xf2+2=c%(2%2+Ff2)
sorry

7 zalozeniem, ktére zawiera kwantyfikator egzystencjalny, dosy¢ niewygodnie jest pra-
cowaé. WolelibySmy mieé¢ bezposrednio zmienng i zalozenie o niej. Oby to osiggnaé,
wystarczy zamieni¢ have na obtain.
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have f2_eq_2 : f 2 = 2 := by
specialize h 2 2
obtain (k, hk) := exists_eq_mul_left_of_dvd h

-- k : N+
- hk : 2% f2+2=kx*x (2*%2+f2)
sorry

Teraz mozemy juz pokazaé, ze k = 1. Z takim celem powinna poradzié sobie juz taktyka
nlinarith, ale, jak Czytelnik raczy sprawdzié, sobie nie radzi’. Problemem jest to, ze
pracujemy na podtypie typu N, a nie na samym N. Zmienimy to za pomocg PNat.dvd_iff
oraz PNat.eq, koniczac te cze$é¢ dowodu.

import Mathlib.Data.PNat.Basic
import Mathlib.Tactic.Linarith

example {f : N+ > N+} : (Y mn : N+, m*m+Ffnlm*x+Ffm+n)oef=141d := by
constructor
- intro h
have f2_eq_2 : f 2 = 2 := hy
specialize h 2 2
obtain (k, hk) := exists_eq_mul_left_of_dvd (PNat.dvd_iff.mp h)
have k_eq_1 : k =1 := hy
nlinarith
apply PNat.eq
nlinarith
sorry -- + f = id
- intro h
simp [h]

Aktualny cel to f = id. Wolelibyémy pracowaé z celem postaci f(z) = x dla kazdego
z. Aby wykonaé takie przej$cie, mozemy uzy¢ taktyki funext, ktéra zamienia réwnosé
funkcji na réwnos$é wartosci funkeji dla dowolnego argumentu oraz twierdzenia id_eq,
ktére upraszcza id(z) do x.

have f2_eq_2 : £ 2 = 2 := sorry -- ...
funext x

-- x : N+

--+ f x = 1id x

rw [id_eq]

-- x : N+

--F f X =X

sorry

Teraz mogliby$my kolejno udowodnié, ze f(z) < x oraz f(xz) > z, nastepnie uzyé
le_antisymm (f(z) < z A f(x) >z = f(x) = ), ale mozemy od razu zasygnalizowaé
do czego dazymy za pomocg refine, a Lean sam wygeneruje cele do udowodnienia.

intro h
have f2_eq_2 : f 2 = 2 := sorry -- ...
funext x
rw [id_eq]
refine le_antisymm ?_ ?_
--F f x < x
sorry

2Przynajmniej w wersji Lean v26.0.0, w przyszloéci moze sig to zmienié.
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s -k XS fX
sorry

Reszta dowodu jest juz raczej prosta — Czytelnik powinien sprébowaé go ukonczyé
samodzielnie (korzystajac z twierdzenia PNat.le_of_dvd i taktyki change kiedy bedzie
to potrzebne). Caly dowdd znajduje si¢ ponizej.

import Mathlib.Data.PNat.Basic
import Mathlib.Tactic.Linarith

example {f : N+ > N+} : (Y mn : N+, m*m+Ffnlm*x+Ffm+n)oef=141d := by
constructor
- intro h
have f2_eq_2 : f 2 = 2 := hy
specialize h 2 2
obtain (k, hk) :
have k_eq_1 : k
nlinarith
apply PNat.eq
nlinarith
funext x
rw [id_eq]
refine le_antisymm ?_ ?_
- specialize h 2 x
rw [f2_eq_2] at h
have := PNat.le_of_dvd h
simpa
- specialize h x x
have := PNat.le_of_dvd h
change (x * x + f x : N) < x *» f x + x at this
change (x : N) < f x
nlinarith [PNat.pos x, PNat.pos (f x)]
- intro h
simp [h]

exists_eq_mul_left_of_dvd (PNat.dvd_iff.mp h)
1 := by

Taktyka simpa to polagczenie simp oraz assumption, ktére domys$lnie dziata z hipotezg
this. Zamiast simpa moglibySmy wiec napisa¢ simpa using this albo simp at this
i assumption.

3.4. Kongruencja modulo

Cele (czego sie nauczymy?)
Typy induktywne, taktyki induction i gcongr, srodowisko calc.

W tej sekcji bedziemy chcieli udowodnié¢ proste twierdzenie dotyczace kongruencji
modulo 9. Zanim jednak do tego przejdziemy, musimy si¢ dowiedzie¢, jak w Leanie sg
zdefiniowane liczby naturalne.

Typ induktywny to typ definiowany przez podanie jego konstruktoréw. Dotychczas stwo-
rzyliSmy jeden typ, Point, ktéry miat dokladnie jeden konstruktor, domy$lnie nazwany
Point.mk. Korzystaliémy juz jednak z typ6éw induktywnych z wieloma konstruktorami, np.
0r z dwoma konstruktorami: Or.inl oraz Or.inr. Réwniez Nat jest typem induktywnym,
ktéry, zgodnie z aksjomatyka Peano, ma dwa konstruktory: Nat.zero (liczba 0) oraz
Nat.succ (nastepnik liczby naturalnej). Kazda liczbe naturalng mozna wiec zbudowad,
zaczynajac od zera i wielokrotnie stosujac nastepnika. Ponizej znajduje si¢ definicja liczb
naturalnych w Leanie.
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inductive Nat where
| zero : Nat
| succ (n : Nat) : Nat

Uwaga
Skladnia structure (ktérej uzyliSmy do zdefiniowania Point) jest w rzeczywistosci skrécong

formg skladni inductive. Oprécz uproszczenia zapisu, struktury automatycznie generujg
pola dostepu (tzn. mozemy uzyé point.x). Zamiast

structure Point where
x : Int
y : Int

mozna wigc napisac

inductive Point where
| mk (x : Int) (y : Int)

def Point.x (p : Point) : Int :
match p with
| Point.mk x _y => X

def Point.y (p : Point) : Int :
match p with
| Point.mk _xy =>y

Wracajac do konguencji, bedziemy chcieli udowodnié¢ ponizsze twierdzenie przez induk-
cje wzgledem n.

Twierdzenie 3.11

Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi

4" =1+3n (mod9).

Dowdd. Dlan =0 mamy 4° = 1 oraz 1 + 3 -0 = 1, wiec teza zachodzi. Zalézmy wiec, ze
teza zachodzi dla pewnego n i udowodnijmy ja dla n + 1 (to znaczy dla nastepnika n).

Mamy
4l =14+3(n+1) (mod?9).

Wykonajmy ciag przeksztalcen:

g+l — g . g
=4(1+3n) (mod9)
=4+12n
=4+3n+9n
=4+3n+0n (mod9)
=1+3(n+1).
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Teraz sformalizujemy ten dowéd w Leanie. Ciag przeksztalcen zostal tak przygotowany,
zeby kazdy krok byt prosty do uzasadnienia.

import Mathlib.Data.Nat.ModEq

example {n : N} : 4’n = 1 + 3%n [MOD 9] := sorry

Aby przeprowadzi¢ dow6d przez indukcje, uzyjemy taktyki induction.

example in : N} : 4”n = 1 + 3%n [MOD 9] := by
induction n with
| zero => rfl
| succ n ih => sorry

W tym przypadku ih to nasza hipoteza indukcyjna (ang. induction hypothesis). Teraz
mozemy przeprowadzié cigg przeksztalcen za pomocg srodowiska calc, ktére pozwala na
pisanie tanicuchéw relacji réwnowaznosci (takich jak réwnosé czy kongruencja modulo),
gdzie kazdy krok jest uzasadniony dowodem.

example {n : N} : 4’n = 1 + 3%n [MOD 9] := by
induction n with
| zero => rfl
| succ n ih =>
calc
-+ 42 (n+1)=1+3%(n+ 1) [MOD 9]
_ =4 % 4"n := sorry

=1+ 3%(n + 1) [MOD 9] := sorry

Czytelnik powinien juz byé w stanie wypelnié luki samodzielnie, korzystajac z twier-
dzen dostepnych w Mathlib.Data.Nat.ModEq oraz taktyki ring. Caly dowdd wyglada
nastepujaco.

import Mathlib.Data.Nat.ModEq
import Mathlib.Tactic.Ring

example {n : N} : 4n = 1 + 3%n [MOD 9] := by
induction n with
| zero => rfl
| succ n ih =>
calc
_ =4 % 4"n := by ring
_ =4 % (1 + 3*%n) [MOD 9] := by
apply Nat.ModEqg.mul_left

exact ih
_ =4 + 12%xn := by ring
_ =4 + 3*%n + 9%n := by ring

_ = 4 + 3%n + Oxn [MOD 9] := by
apply Nat.ModEq.add_left
apply Nat.ModEqg.mul_right

rfl

=1+ 3%(n + 1) := by ring

Sformutowanie ostatniego kroku mozna uproscié, piszac _ = _ := by ring, poniewaz
ostateczny wynik jest naszym celem, wigc Lean go zna. Poza tym, w niektérych krokach
mozemy uzy¢ taktyki gcongr, ktéra automatycznie stosuje pewne twierdzenia dotyczace

kongruencji. Ostatecznie otrzymujemy:
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import Mathlib.Data.Nat.ModEq
import Mathlib.Tactic.Ring

example {n : N} : 4*n = 1 + 3%n [MOD 9] := by
induction n with
| zero => rfl

| succ n ih =>

calc
_ =4 % 4"n := by ring
_ =4 % (1 + 3%n) [MOD 9] := by gcongr
_ =4 + 12%n := by ring
_ = 4 + 3*n [MOD 9] := by gcongr; rfl

:= by ring

Problem 3.12. Zrobié¢ czwarty zestaw zadan:

import Mathlib.Algebra.Ring.Defs
import Mathlib.Algebra.Field.IsField
import Mathlib.Data.Finite.Defs

-- Zadanie 1

-- Udowodnié, Ze kazdy skonczony pierscien catkowity jest ciatem.

theorem finite_integral_domain_is_field (R : Typex) [CommRing R] [IsDomain R] [Finite R] :
IsField R := sorry

-- Zadanie 2
-- PodpowiedZ: vzyj Nat.le_induction
example {n : N} (hn : 2 < n) : 3*n > n % 2*n := sorry

Wstep teoretyczny do zadania 1 znajduje sie w dodatku A.1.
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A. Dodatek

A.l. Pierscienie catkowite i ciata

W tej sekcji przedstawimy bardzo krétki wstep teoretyczny dotyczacy pierécieni catkowi-
tych i cial. Dowéd twierdzenia mowigcego o tym, ze kazdy skoniczony pierScien catkowity
jest cialem, jest przedstawiony na koncu.

Definicja A.1 (pierécien). Niech R bedzie zbiorem niepustym oraz + i - dzialaniami
wewnetrznymi na R. Tréjke (R, +, -) nazwiemy pierécieniem, jesli spelnione sg nastepujace
warunki:

o (R,+) jest grupa abelowa,

 (R,-) jest péigrupa,

e dla dowolnych a, b, c € R zachodza prawa rozdzielnoSci:

a-(b+c)=a-b+a-c,
(b+c)-a=b-a+c-a.

Definicja A.2 (pierécien calkowity). Pierécien (R, +,-) jest pierScieniem calkowitym,
jesli:

o jest nietrywialny (ma co najmniej dwa rézne elementy),

o jest przemienny (dzialanie - jest przemienne),

o ma jedynke (istnieje element neutralny dla dzialania -),

o nie ma dzielnikéw zera (jesli a,b € R oraz a-b =0, to a =0 lub b = 0).
Definicja A.3 (cialo). Pierécien (R, +,-) jest cialem, jesli:

o jest nietrywialny (ma co najmniej dwa rézne elementy),

o jest przemienny (dzialanie - jest przemienne),

o ma jedynke (istnieje element neutralny dla dzialania -),
e kazdy niezerowy element posiada element odwrotny.

Fakt A.4. Dla kazdego elementu a pierscienia zachodzi a - 0 = 0.

Dowad.

a-0=a-(0+0)
a-0=a-0+a-0
a-0—a-0=a-0+a-0—a-0
0=a-0+0
0=a-0

Twierdzenie A.5

Kazdy skonczony pierscienn catkowity jest cialem.

Dowdd. Niech (R, +,-) bedzie skoficzonym pierécieniem catkowitym. Rozwazmy funkcje
f:R>z ax € R dla dowolnie wybranego, niezerowego a € R. Funkcja ta jest injekcja,
poniewaz (skoro nie ma dzielnikéw zera) z ax, = ax, wynika z; = z,. Injekcja na zbiorze
skoniczonym jest surjekcja, w szczegdlnosci istnieje b € R takie, ze f(b) = ab = 1. Element
b jest wtedy elementem odwrotnym elementu a, wiec (R, +,-) jest cialem. O
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Skoniczony pierécien catkowity mozna w Leanie opisaé jako taki typ R, ktéry spelnia
[CommRing R], [IsDomain R] i [Finite R]. Klasa typéw CommRing opisuje przemienny
pieréciert z jedynka®, a IsDomain to wlasno$é pélpierscienia z jedynks (Semiring), ktéra
oznacza nietrywialno$é i brak dzielnikéw zera. PierScien calkowity to wiec po prostu
CommRing z wlasnoScig IsDomain, a skoficzony pierScien catkowity to CommRing z wiasno-
$ciami IsDomain i Finite.

A.2. Dalsza lektura

Jest kilka rzeczy, ktérych w ramach tego kursu nie udato sie oméwié, a ktére moga przydac
sie przy pierwszej okazji podczas samodzielnej pracy z Leanem. Lista (z pewnoScia
niepelna) takich zagadnien znajduje sie ponizej:

o taktyka nth_rw,

o taktyka by_cases,

o taktyka congr,

o taktyka contrapose!,

o silna indukcja (induction n using Nat.strongRecOn),
o (magiczne) taktyki grind i aesop,

o taktyki z pytajnikiem (oprécz poznanego simp? mamy exact?, apply?, easop?,
itp.),

e structure ... deriving ...,

o komenda print axioms (raczej w ramach ciekawostki).

3Pierécienie i pélpierscienie w Leanie domy$lnie maja jedynke. Istnieja natomiast ich odpowiedniki bez
jedynki, nazwane NonUnitalRing i NonUnitalSemiring.
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